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Vorwort 



Das vorliegende Lelufbuch der Gombinatorik schliesst sich in der 
Auswahl des Stoffes sowie in seiner Anordnung eng an den Artikel 
9 Gombinatorik^^ in der Encyklopädie der Mathematischen Wissen- 
schaften an. In der AnsfOhrong treten naturgemäss die Unterschiede 
heraus^ welche durch die verschiedenartigen Zwecke der Darstellung 
in dem einen oder in dem anderen Falle bedingt werden. In der 
Encyklopädie handelte es sich um eine kurze Uebersicht; dort mussten 
die Beweise unterdrückt werden; dort konnte man weniger wichtige 
Untersuchungen übergehen und manche bedeutungsvollere durch Hin- 
weise auf andere Stellen der Encyklopädie erledigen. Hier^ in einem 
Lehrbuche^ wird ein systematisch vollständiger^ mit Beweisen aus- 
gestatteter Ghuig eingehalten werden müssen; hier sind Hindeutungen 
anf weitere^ noch nicht abgeschlossene Forschungsgebiete am Platze^ 
und eine Berücksichtigung der benachbarten Wissenschaftszweige ist 
Tmerlässlich. 

Ueber den Inhalt des Buches ist Folgendes zu bemerken. Zunächst 
wird auf diA ihrer Zahl nach geringen Hauptprobleme der Gom- 
binatorik eingegangen (Gap. 1)^ und an sie wird die Besprechung 
ihrer wichtigsten Anwendungen geknüpft (Gap. 2). Dann folgt die 
Behandlung von Fragen, welche aus den Hauptproblemen durch zu- 
satzliche Bedingungen entstehen, und auf welche sich gegenwärtig das 
Interesse der Forschung besonders bei den englischen und amerika- 
nischen Mathematikern concentrirt (Gap. 3 bis Gap. 8). Daran schliessen 
sich Untersuchungen über Aufgaben, die zwar anfänglich den Ein- 
dmck von Spielereien machen könnten und deren Ursprung auch 
zum Theil nach dieser Seite hin liegt, die aber durch andere Forsch- 
ungen mit wichtigen analytischen oder geometrischen Betrachtungen 
in Verbindung gebracht worden sind und dadurch das Recht auf eine 
wissenschaftliche Behandlung erworben haben (Gap. 9 bis 11). Endlich 
folgt eine kurze Andeutung über die Anwendung der Gombina- 
torik (Cap. 12) und eine Zusammenstellung combinatorischer Formeln 
(Cap. 13). Vom Eingehen auf diejenigen Fragen, welche den Gharakter 
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der Spielerei noch nicht abgestreift haben^ glaubte ich^ um das Buch 
nicht zu umfangreich zu gestalten^ im Grossen und Ganzen absehen 
zu müssen, trotzdem ihnen auch von Seiten bedeutender Forscher 
thatkräftiges Interesse entgegengebracht worden ist, und trotzdem sie 
an Schwierigkeit der Lösung anderen Problemen nicht nachstehen. 
Die Combinatorik besitzt eben den Vorzug der ihr sonst in vielen 
Stücken nahestehenden Zahlentheorie noch nicht, ihr wissenschaftliches 
Gebäude nach einem grossen Plane aufrichten zu können. 

Ich glaube in diesem Lehrbuche so ziemlich alle, auf die an- 
gegebenen Themata gerichteten bisherigen Untersuchungen berück- 
sichtigt, zusammengefasst und quellenmässig angeführt zu haben; und 
dies schien mir ein nothwendiges Unternehmen, da die jüngsten Mono- 
graphien der Combinatorik aus der ersten Hälfte des vorigen Jahr- 
hunderts stammen, und da die Untersuchungen, welche seit jener Zeit 
auf diesem Gebiete angestellt wurden, in Zeitschriften weit ver- 
streut sind. 
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Capitel 1. 

Die gelbränehlichsten comMnatorischen Operationen. 

§ 1. Unterwerfen wir eine Reihe von Dingen, bei denen wir 
^on allen Eigenschaften eines jeden und also insbesondere von den 
Verschiedenheiten der einzelnen unter einander absehen, der mathe- 
matischen Betrachtung, so werden wir zur Bildung ganzer Zahlen 
xmd ihrer Verknüpfangsgesetze, d. h. zur Zahlentheorie geführt. 

Sehen wir dagegen nicht von den Eigenschaften eines jeden Dinges 
i^b, ziehen jedoch die Verschiedenheit der Dinge nur soweit in den Be- 
reich der Betrachtung, dass nicht ohne Weiteres das Eine für das 
Andere gesetzt werden darf, dann werden wir auf Untersuchungen 
Magewiesen, welche mit der Stellung, der Anordnung, der Auswahl 
dieser Dinge in Zusammenhang stehen. Dieser Zweig der Mathematik 
heisst die Combinatorik*). 

Die Anfänge der Combinatorik lassen sich weit zurück verfolgen; 
als Zweig der Wissenschaft darf sie jedoch erst von Bl. Pascal, 
O. W. Leibnitz, J. Wallis, besonders aber von Jac. Bernoulli I 
Tind A. de Moivre ab gelten**). 

Gombinatorische Operationen lassen sich in beliebiger Anzahl 
aufstellen. 

Die wichtigsten unter diesen Operationen sind die Permutation 
xmd die Combination. Sie vollziehen sich an gegebenen Objecten, 
Dingen, die wir Elemente benennen und ganz willkürlich bezeichnen 
tonnen. Der Uebersichtlichkeit halber wollen wir sie entweder durch 
Zahlen 1, 2, 3, . . . oder durch Buchstaben a, 6, c, . . ., cc, ß,y, . . . 
andeuten. 

Die Permutationen werden durch die verschiedenen An- 
ordnungen von gegebenen Dingen geliefert; die Combinationen 
<iurch die verschiedene Auswahl aus gegebenen Dingen, ohne dass 
dabei deren Stellung oder Anordnung berücksichtigt würde. 

*) Leibnitz gebraucht znm ersten Male den Namen „ars combinatoria". 
**) Bl. Pascal: Trait^ dn triangle arithm^tique. Paris 1666, geschrieben 
1664 (Op. posth.). G.W. Leibnitz: Dissertatio de arte combinatoria. Lipsiae 1668. 
Opp. n. T.L p.339. J.Wallis: Treatise of algebra. London 1673 nnd 1686; 
vierter Anhang. J. Bernoulli: Ars conjectandi. Basil. 1713 (Op. posth, Zweiter 
Teil, (üebersetzung von R. Haussner, Leipz. Engelmann 1899). A. de Moivre: 
Probabilities. London 1718. 

Netto, Combinatorik. 1 



2 Capitel 1. § 1 — § 3. 

Werden die ausgewählten Elemente der Combination dann noch, 
den zwischen ihnen möglichen Permutationen unterzogen^ so ent- 
stehen die Variationen*), die also eine Vereinigung der beiden 
ersten Operationen darbieten. 

Die logische Gleichberechtigung der drei Operationen des Permu- 
tirens, Combinirens und Varürens, wie sie vielfach angenommen ist, 
wird mit Recht angegriflFen. Sehr energisch spricht sich in dieser 
Hinsicht L. Oettinger aus**); er geht von Versetzungen (Varia- 
tionen im obigen Sinne) und von Verbindungen (Comb inationen) aus; 
die Permutationen sind dabei Versetzungen zwischen sämmtKchen 
gegebenen Elementen; während unter den Versetzungen im Allgemeinen 
auch solche von weniger Elementen verstanden werden. Oettinger 
giesst die Schale seines Zornes vor allem über K.F. Hindenburg aus, 
ohne anzugeben oder zu wisseji, dass HindenburgsEintheilungsprincip 
schon bei Bernoulli (I.e.) auftritt. 

§ 2. Nennen wir jede Aufeinanderfolge von h Elementen eine 
Complexion äj*®' Classe, dann sind alle Permutationen von m Ele- 
menten zugleich Complexionen m*®' Classe. Bei den Combinationen 
von einem, zwei, drei, . . . unter m gegebenen Elementen hat man 
dagegen Complexionen erster, zweiter, dritter, . . . Classe zu unter- 
scheiden. Ebenso giebt es bei den Variationen verschiedene Classen. 
Früher wurden die Combinationen bezw. Variationen der ersten, 
zweiten, dritten, . . . Classe als Unionen, Binionen, Ternionen, 
QuaternioneUj . . . oder auch Binarien, Ternarien, Quater- 
narien, . . . bezeichnet. Es ist in vielen Fällen praktisch, nocli 
Verbindungen nullter Classe, Nullionen anzunehmen und ihnen die 
Anzahl 1 zuzuschreiben. 

Wir wollen zuerst die elementarsten auf Permutationen, Com- 
binationen und Variationen bezüglichen Fragen behandeln. 

§ 3. Zunächst seien die, einef Permutation unterworfenen 
Elemente sämmtlich von einander verschieden. Sind a, b, , , , g die 
gegebenen Elemente, und ist ihre Zahl n, dann bezeichnen wir durch, 
das Symbol 

Pn(a, 6, . . . ^f) oder kürzer durch P„ 

die Anzahl aller Permutationen dieser n Elemente und durch das 
Symbol 

*) In Bernoulli 's Ars conjectaiidi kommen die Bezeichnungen „Pennn- 
tation" und „Combination" vor; statt Variation sagt Bernoulli „Combination 
in Verbindung mit ihren Permutationen". Leibnitz benennt Permutationen 
und Combinationen mit den Namen „Variationen" und „Complexionen". Die 
Bezeichnung Variation kommt erst gegen das Ende des 18. Jahrhunderts in 
ihrer jetzigen Bedeutung vor. 

**) „Die Lehre von den Combinationen" nach einem neuen Systeme be- 
arbeitet, Freiburg 1837; femer Arch. d. Math. 15 (1850) p. 241. 
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den Inbegriff aller dieser Permutationen selbst. Zu dieser zweiten 
Bezeichnung wollen wir nocb Folgendes bemerken. Die einzelnen 
zu P gehörigen Permutationen werden hierbei als Produete geschrieben 
und diese einzelnen Produete werden durch Plus -Zeichen mit einander 
verbunden gedacht, wie dies in den gleich folgenden Beispielen 
JaL«, &], Ps[(^f^fC], P^lafh,c,d] durchgeführt werden wird. Bei 
dieser Einfiüirung ist es klar, was unter der Formel 

PJa, &, c, d] = aP^lb, c,d] + 6J?3[a, c,d] + cP^[a, 6, d] + dP^ [a,&,c] 

verstanden werden soll, dass nämlich alle Permutationen der linken 
Seite entstehen, wenn man links vor jede von PsP;^, d] das 
Element a schiebt, u. s. w. Ebenso ist, immer mit Rücksicht auf die 
Stellung, 

PÄ^y &, c, ei] = P3 [a, h,c]d + P^la, b,d]c + P^[a,c,d]h + P^[h,c,d]a 
==P,[ah-]P,[cd] + P,[ac]P,[bd\ + ''' 

Aehnliche Festsetzungen sollen für die später einzuführenden 
entsprechenden Bezeichnungen der Combinationen und der Variationen 
gelten. 

Man hat 

P„[l, 1,...1] = P,. 

Bei zwei Elementen a, b ist 

P^[a,bli = ab + ba und P2=='2] 

bei den drei Elementen a, 6, c erhält man 

Pg [a, b, c] = abc + acb + bac + bca + cab + cba 

Fügt man den drei Elementen noch ein viertes, d hinzu, so ergiebt es 
2\ [a, b,c,d] = abcd + abdc + acbd + acdb + adbc + adcb 
+ bacd + bade + bcad + bcda + bdac + bdca 
+ cabd + cadb + cbad + ebda + cdab + cdba 
+ dabc + dacb + dbac + dbca + dcab + dcba, 

und es wird ^ ^ ^^ 

Man bemerkt, dass die erhaltenen Anzahlen 2, 6, 24 durch 1 • 2, 
1-2-3, 1-2-3-4 dargestellt werden können, und kommt durch 
Induction zu dem Satze: Die Anzahl der Permutationen von n 
verschiedenen Elementen beträgt 1-2 -3... w = wl*) 

Um den Satz strenge zu beweisen, stellen wir für P„ eine 
recurrirende Beziehung her. Aus jeder Permutation von (n — 1) 

*) Diese Bezeichnung rührt von Ch. Kramp her (Arithm^tique universelle 
ou l'Alg^bre, Cologne 1808, Paris 1808). n/ wird ausgesprochen „n Facultät". 

1* 
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Elementen können n von einander verschiedene Permutationen der 
n Elemente dadurch hergeleitet werden, dass man das neu hinzu- 
tretende w*® Element vor das erste, oder vor das zweite, . . • oder 
vor das (w — 1)*® oder hinter das {n — 1)*® Element der Permutation 
von (n — 1) Elementen setzt. So entstehen z. B. aus abc bei Hinzu- 
nahme eines d die vier neuen Complexionen 

ddbc'^ adhc] abdc] dbcd. • 

Macht man mit allen P„_i[a, 6, . . ./^ das Gleiche, so erhält man 
n ' Pn— 1 Permutationen der w Elemente. Dies sind oflFenbar sämmt- 
liche möglichen; ,denn aus jeder Complexion der w Elemente kann 
durch Unterdrückung des letzten Elementes g eine und nur eine 
Permutation von P„_i [a, 6; . . . /"] gebildet worden. Folglich ist 

Da dies für jedes n gilt, so wird 

P« = wP»_i = w(n~l)Pn_2 = --- = n(w-l)...3P, 
^ ^ =1.2.3...(w-l)w = w! 

Derselbe Satz lässt sich auch durch die folgende Ueberlegung 
beweisen. An die erste Stelle der Permutation kann jedes der n Ele- 
mente gesetzt werden; es giebt hierfür also n Möglichkeiten. Ist 
das Anfangs -Element gewählt, so giebt es für die Wahl des folgenden 
noch (w — 1) Möglichkeiten; also treten für die Wahl der beiden 
ersten insgesammt w (w — 1) Möglichkeiten auf. Geht man in gleicher 
Weise fort, so gelangt man wieder zu demselben Resultate. 

Wir haben also für die niedrigsten Werte von n , 

n=|12345 6 7 8 9 10 

Pn = I 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 

§ 4. Die alten Mathematiker unterliessen es selten, sich und 
ihre Leser an dem schnellen Wachsthum dieser Zahlen P« mit 
wachsenden n zu erfreuen. So bemerkt Wallis z. B. (1. c), dass, 
wenn ein Wirth täglich 7 Gäste aufzunehmen verspricht, so oft als 
sie bei Tische ihre Plätze wechseln können, 14 Jahre und 73 (oder 74) 
Tage darüber verstreichen würden, bis er seiner Verpflichtung baar 
ist. Femer giebt Wallis noch Folgendes an: die 24 Buchstaben des 
Alphabets sollen auf alle möglichen Arten unter einander permutirt 
werden; jede Permutation werde durch ein Glockenzeichen kund 
gemacht; in jeder Minute mögen fünf solcher Zeichen gegeben werden: 
wäre dieses Unternehmen bei Erschaffung der Welt begonnen worden, 
so wäre es jetzt noch nicht beendet; nicht einmal, wenn statt jeder 
seither verflossenen Minute zehn Millionen Jahre verstrichen wären. 
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Wallis giebt, getreu dem Buchstabenglauben seiner Zeit, die Anzahl 
der von Erschaflfang der Welt verstrichenen Jahre auf 6000 an 
(„wich supposition is at the largest"). 

§ 5. Sind die Elemente der Permutationen durch die Buchstaben 
des Alphabets bezeichnet, a, 6, c, . . ., dann kann man P« [a, &, c, . . .] 
leicht lexicographisch ordnen, wie dies für w = 2, 3, 4 im § 3 
geschehen ist. Sind die Elemente als Zahlen in ihrer natürlichen 
Ordnung 1,2,3,... gegeben, dann kann die Anordnung arithmo- 
graphisch, d. h. so geschehen, dass nie eine (als Zahl gelesene) 
höhere Complexion vor einer niederen steht. Bei solcher Anordnung 
ist es leicht, die Stelle anzugeben, an welche eine vorgelegte Permu- 
tation gehört; sowie umgekehrt, die Permutation zu construiren, 
welche an eine gegebene Stelle gesetzt werden muss. Denn es 
beginnen ja (n — 1)1 Permutationen, und zwar die in der Anordnung 
vomanstehenden .mit dem ersten Elemente; dann kommen in der 
Anordnung gleichfalls (w — 1)1, die mit dem zweiten Elemente be- 
ginnen u. s. f. Beginnt denmach die vorgelegte Permutation, welche 
durch P bezeichnet werden mag, mit dem am tc^ Platze der ur- 
sprünglichen Folge stehenden Elemente, so hat P genau (xj— l)(w— 1)1 
Permutationen vor sich, die mit einem früheren Elemente beginnen, 
und die [(x^— 1) (w — 1)1 + 1]*® Permutation ist die erste, welche 
mit dem x^*®^ Elemente anföngt. Ist femer das zweite Element von 
P seiner Stellung nach unter den noch übrigen (n — 1) Ele- 
menten in der ursprünglichen Ordnung das ti^, so gehen aus 
gleichen Gründen in der Anordnung dem P zunächst 

(;c, _!)(„_ 1)1 + (;,,_!)(„_ 2)! 

Permutationen voraus; und die erste Permutation, die mit denselben 
beiden Elementen beginnt wie P, hat die Ordnungszahl 

(;,^_l)(^«l)I + (;,^_l)(^-2)!+l. 

Geht man in derselben Weise fort, dann zeigt es sich, dass die 
Ordnungszahl N von P durch die Gleichung 

(2) JV^= (;c,-l)(n -1)1 + (x,- l){n - 2)1 + ... + (;c„_i- 1)11+ 1 

gegeben wird. Dabei ist nach dem Besprochenen 

Xi^W, Xj^W — 1, ... Xn-1^2. 

Die letzte überhaupt mögliche Permutation ist die (w!)*®. Vergleichen 
wir dies mit der eben abgeleiteten Formel, so findet sich 

(2 *) n ! = (n - 1) . (w - 1 ) ! + (n - 2) . (n - 2) I + . . . + 1 . 1 ! -f 1 , 
was sich auch leicht direct ergiebt. 
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umgekehrt kann man aus der Formel (2) die Gestalt desjenigen 
P bestimmen, dem eine vorgeschriebene Ordnungszahl N zukommt. 
Dazu muss man das gegebene N auf die Form der linken Seite von 
(2) bringen, und das kann auf eine und nur auf eine Art geschehen. 
Dann hätte man zwei solche Darstellungen 

jy = (x,-l)(n-.l)l + (x,-l)(n~2)l + ... = (Xi-l)(n-l)! 

+ (A,-l)(n-2)l + ..., 
so würde daraus folgen 

(^1- ^i) (n - 1)! + (x,- A,) (n - 2)1 + ... + (xn_i- Xn_i)-1 = 

Hier muss x^ — Jt^ = sein; denn wäre (x^ — X^) von Null verschieden, 
so wäre der absolute Werth des ersten Summanden mindestens (n — 1)!; 
nach (2*) aber die Summe der absoluten Werthe der folgenden 
Summanden kleiner als (n — 1)! Das ist nicht möglich, und so 
ergiebt sich oc^^ X^. In gleicher Weise kann man dann «2 = Ag u.s.f. 
ableiten. — Die Herstellung der gesuchten Form (2) ist durch fort- 
gesetzte Division leicht zu erreichen. 

Wenden wir die gefundenen Resultate auf das Beispiel n = 4^ 
F = bdca an, so wird Xi = 2, Xg — 3, Xg— 2, x^ — l, und 

N= 1.31 + 2-2! + 1-1! + 1 = 12. 

Sucht man umgekehrt das zu ^^ 16 gehörige P, so findet man wegen 

16 = 2.3!+1-21 + 1-11 + 1 
x^=3, X2 = 2, X3=»2 und also P'^cbda, 

§ 6. Die sogenannte „Combinatorik" im Anfange des 19. Jalir- 
hunderts , sah es für eins ihrer Hauptprobleme an, Regeln zur be- 
quemen und vollständigen Aufstellung sämmtlicher Complexionen be- 
stimmter Art zu geben*). Hier interessirt nur augenblicklich die 
Aufstellung sämmtlicher Permutationen. 

Die beiden in den §§ 3 und 5 dargestellten Vorschriften zur 
Bildung von Permutationen gehören hierher. Bei der ersten wurde 
die Gonstruction fär n Elemente an ein bereits vorhandenes Schema 
sämmtlicher Permutationen von {n — 1) Elementen derart angeknüpft^ 
dass das neue, w*® Element der Reihe nach an jede der möglichen 
n Stellen einer jeden Complexion des Schemas für die (w — 1) firüheren 

*) L. J. Fischer und K. Chr. Krause, Lehrbuch der CombinationBlehre 
und der Arithmetik, Dresden 1812; Lp. 7 ff. Hindenburg, Der polynomische 
Lehrsatz, das wichtigste Theorem der ganzen Analysis, Leipzig 1796; p. 165 ff. 
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Elemente untergebraclit wurde. Das gab demnach bei der Ele- 
mentenzahl 

eins . . . a; 

zwei . . . 6a; a6; 

drei . . . cha\ 6ca; bac] cab\ acb\ abc] u. s. w. 

Wie man bemerkt, ist dieses Schema seinem Aufbau nach nicht 
übersichtlich. 

Das folgende, zweite Verfahren besitzt diesen Mangel nicht. 
Wir könnten es, felis die Elemente durch die Buchstaben in ihrer 
natürlichen Reihenfolge gegeben sind, a, h, c, d, . . . als „lexico- 
graphisches" und falls sie durch die Zahlen 1, 2, 3, . . . gegeben sind,; 
als „arithmographisches" bezeichnen. Im ersten Fajle gilt das Princip, 
dasö keiiie — als Wort gelesene. — lexicographisch spätere Com- 
plexion vor einer früheren stehen darf; im zweiten Falle muss die 
höhere „Zahl" hinter jeder niederen stehen. Die Anordnungen für 
n = 3 werden daher im Falle der Buchstaben als Elemente 

ahc'^ acb\ hac] bca] ca6; c&a, 

und im Falle der Zahlen als Elemente 

123; 132; 213; 231; 312; 321. 

Es ist leicht anzugeben, aaif welche Art man bei diesem Princip 
der Anordnung diejenige Permutation zu bilden hat, welche auf eine 
gegebene folgt: Man durchläuft die gegebene Permutation von rechts 
nach, links so weit, bis man zum ersten Male auf ein Element y 
stosst, welches ein Element rc vor sich hat, das auch in der natür- 
lichen Folge der Elemente vor y stehen würde. Die Elemente, welche 
in der gegebenen Permutation links von x stehen, mögen in ihrer 
Gresammtheit durch Ä, diejenigen, welche rechts von Ä stehen, in 
ihrer Gesammtheit durch B bezeichnet werden; die Permutation kann 
also AjB geschrieben werden. Dann lässt man, um die folgende 
Permutation zu büden, die Elemente von Ä in ihrer Aufeinander- 
folge ungeändert stehen, ersetzt x durch das in B enthaltene nächst 
höhere Element der ursprünglichen Folge und schreibt die übrigen 
Elemente von B in ihrer natürlichen Folge rechts von dem neuen 
das X ersetzenden Elemente hin. Hat man also z. B. 

P- 2073569841, 

so wird j/ = 9, x = 6 und B besteht, nach der ursprünglichen Folge 
geordnet, aus 1, 4, 6, 8, 9. Es muss also a; = 6 durch 8 ersetzt 
werden, und man erhält als imchste Permutation 

Pi = 2073581469. 

Die Richtigkeit der gegebenen Regel ist klar. 
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Wir können die gleiche Begel in nachstehender Form darstellen. 
Wir schreiben, etwa bei 6 Elementen a, h, c, d, e, f zxumchst das 
letzte Element f hin jand vor dasselbe einen Winkelhaken (vgl. die fol- 
gende Tabelle). Davor setzen wir das jmchst vorhergehende Element e 
nnd schreiben nnter die so erhaltene Permutation der beiden letzten 
Elemente die Vertauschung fe. Die beiden Permutationen ef und fe 
kommen wiederum in einen Winkelhaken. Das vorhergehende Elemente? 
wird nun zunächst jeder der beiden erhaltenen Permutationen voran- 
geschoben; und so erhält man eine erste Theilschaar von Permu- 
tationen aus d,ß,/l Eine zweite Theilschaar wird darunter geschrieben, 
die aus der ersten durch Vertauschung der Elemente 
d imd 6; und eine dritte Theilschaar, die aus der 
zweiten durch Vertauschung der Elemente e und f 
entsteht. Damit sind alle Permutationen erschöpft, 
welche d, e, f enthalten. Alle diese werden wieder 
durch einen Winkelhaken von den folgenden ge- 
schieden. Nimmt man jetzt das Element c zu d,e,f 
hinzu, so wird eine Theilschaar dadurch gebildet, 
dass c jeder schon vorhandenen Permutation links 
angefügt wird. Eine zweite Theilschaar entsteht aus 
der ersten dadurch, dass man c und d vertauscht; 
eine dritte aus der zweiten durch Vertauschung von d und e; eine 
vierte und letzte aus der dritten durch Vertauschung von e und f. 

So kann man fortfahren. Das Gesetz der Bildung ist ersichtlich, 
und seine Richtigkeit ergiebt sich leicht durch die Vergleichung 
dieser und der vorhergehenden Vorschrift. 

Die Anordnung ist lexicographisch. Man erkennt zugleich, dass 
diese Bildung eine „involutorische" ist, wie die früheren Com- 
binatoriker sich ausdrückten; d. h. dass in dieser so geordneten Dar- 
stellung der Permutationen von n Elementen gleichzeitig die eben 
so geordneten Darstellungen derjenigen von (w — 1), (>^ — 2), . . . 3,2, 1 
Elemente enthalten, „involvirt^^ sind, so dass man von denen aus 
(n ■— 1) Elementen leicht zu denen aus n Elementen gelangt. 

Wir haben diese Darstellung der Permutationen ausführlich 
besprochen, um einen Begriff von dem Arbeitsfelde zu geben, in 
welchem frühere Untersuchungen sich bewegten. In älteren Lehr- 
büchern über Combinatorik finden sich umfassende Tafeln von der 
Art der soeben hergestellten; ebenso sind dort solche berechnet, die 
sich auf Combinationen und Variationen beziehen. Wir wollen uns 
aber bei diesem Gegenstande mit den gegebenen Darlegungen be- 
gnügen, da es sich nicht lohnt, jedesmal derartig leicht zu findende 
und dabei umständlich zu formulirende Regeln von nicht unbestreit- 
barem Nutzen zu geben. 
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§ 7. Kommen unter den n vorgelegten Elementen, deren 
Permutationen gesucht werden, h gleiche einer Art vor, l gleiche 
einer zweiten Art u. s. f., dann sind natürlich die wl für diese Ele- 
mente hergeleiteten Permutationen nicht sämmtlich unter einander 
verschieden. Wir beschäftigen uns mit der Frage, wie gross ist 
im Falle, dass einander glei-che Elemente vorkommen, die 
Anzahl der verschiedenen Permutationen von n Elementen? 

Wenn jedes der h gleichen Elemente der ersten Art mit a, jedes 
der l gleichen der zweiten Art mit 6, u. s.w. bezeichnet wird, wo 
nun a, 6, . . . von einander verschieden sind, dann wollen wir im 
Attschluss an § 3 die Bezeichnungen 

Pn^y,...) und Pn[a*,6',...] (^ + l + ...=n) 

fär die Anzahl der Permutationen und bezw. für den Inbegriff der 
Permutationen benutzen. Das Aggregat, welches der eckigen Klammer 
entspricht, wird dabei wieder als Summe von Producten geschrieben. 
Wir denken uns nun zuerst die w! Permutationen 

Pn[(^uO,29 " '(^h \}^%7 . . . 6i, • • •] (^ + ^H — =»*) 

von w unter, einander verschiedenen Elementen a^, «2; • • • ^*; ^i; ^2; • • • 
6z, . . . aufgeschrieben. Unterdrückt man in allen diesen die Tc Indices 
der aij so werden je Ä! Permutationen von ihnen, die vorher nur 
wegen der Indices der ax verschieden gewesen waren, einander gleich. 
Unterdrückt man femer die l Indices der 6^, so werden ebenso je ?! 
der neuen Complexionen unter einander identisch. Geht man so 
weiter, dann ergiebt sich als Resultat 

Fnia^y Vy") = ;fc,;^ PnK, . . . a*, &!,... 6,, . . .) 

d. h. die gesuchte Anzahl ist für Permutationen mit h 
gleichen Elementen a, mit l gleichen 6, . . . 

(3) P„K6',...)=^^- 

Man kann auch hier, ähnlich wie im § 3, inductiv vorgehen imd 

P„[a*,y,...] aus P„_*[6',...] 

ableiten. Es kommt in diesem Falle darauf an, aus jeder zum letzten 
Symbol gehörigen Complexion JEJ, alle zum ersten gehörigen zu 
büden, welche ihr in so fem entsprechen, ab umgekehrt die Unter- 
drückung aller a in ihnen wieder auf jene Complexion Kq zurück- 
fuhrt. Dies kann folgendermassen durchgeführt werden. 

Wir theilen die Tc Elemente a beliebig in p Theile, wobei 
(> = 1, 2, 3, . . . fc sein darf imd auch die verschiedene Stellung der 
Summanden berücksichtigt wird. Zunächst muss bestimmt werden, 
auf wieviel Arten dies bei gegebenen h und q njögUch ist. Wir 
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nennen die Anzahl ^^W tmd leiten fär dieses N den Werth durch 
eine Recursions- Formel her. 

Um aber die jetzige Betrachtung nicht zu unterbrechen, nehmen 
wir das Resultat voraus. 

Wir definiren die Binomialcoefficienten*) 
/ N fm\ ^ w(w-l)...(m~n + l) 

W \^^J 1.2...n 

und nehmen, den Gleichungen 

entsprechend 

(ß) (^)=l (n^^O) 

an. 

Dann ist zu setzen, wie auf der folgenden Seite bewiesen wird, 

» <-(*=!)■ 

Auf so viele Arten kann man also die Je Elemente a in p Theile 
zerlegen. Diese einzelnen Theile werden jetzt an q der verschiedenen 
(n — Jc+ 1) Stellen geschrieben, welche vor, zwischen oder nach den 
Elementen einer zu P«— * [&'; • • •] gehörigen Complexion vorhanden 
siud. Das Bsst sich auf so viele Arten durchführen, als aus den 
(n — Jc + 1) verfugbaren Stellen q ausgewählt werden können. Wir 
wollen diese Combinationszahl, welche im § 8 (7) hergeleitet werden 
wird, vorausnehmen; sie hat den Werth 

\ Q ) 1-2...^ 

Dann liefert also jede Permutation von P«— * [6', . . .] eine kj\7.^1n\ 
— K + i\ verschiedener zu P„ [a*, 6', . . .] gehöriger Per- 
mutationen, und man hat 

(4) p,«6',c...) = p«-*(&',^,--.)2'("~p'^0(p-l)- 

?=i 

*) L. Euler definirt in seiner Abhandlnng Acta Acad. Petrop. V pro 1781 (1784) 
pars prior; p. 89 

fe(fe~l)...(Ä;-p + l) __pl 
12...^ L^J' 

später, Acta Nova Acad. Petrop. XV (1806) p. 33 fahrt er dafür das Zeichen 

1 — J ein. Den Brachstricli unterdrückte J. L. Raa be, J. f. Math. 42 (1851) p. 35o 

Die Binom ialkoefficienten nennt Euler in beiden Abhandlungen: 
„unciae quae in evolutione binomii ad potestatem quamcunque evecti occurrunt**" 
oder kurz „unciae". 
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Wir wollen nun zunächst die Hülfsformel (y) beweisen. Denken 
wir nns alle Zertheilungen von k Elementen in q Theile durchgefOlirt, 
so wollen wir diese einzelnen Zertheilungen in zwei Sorten zerspalten, 
je nachdem das erste Element gleich 1 oder höher als 1 ist. Diese 
beiden Sorten gestalten wir nun dadurch um, dass jedesmal das An- 
fangs -Element um eine Einheit verringert wird. Dabei liefert die 
erste Sorte alle zu N^^Hi gehörigen Zertheilungen; die zweite alle zu 
-W^*""^^ gehörigen. Umgekehrt kaon dan aus allen zu N^^JTi^^ und N^^^^^ 
gehörigen Zertheilungen die zu N^^^ gehörigen herleiten, wenn man 
1 vor die erste Sorte schiebt und in der zweiten Sorte das Anfangs- 
Element um 1 vermehrt*). Polglich ist 

(5) <>-<-« + <_-i^\ 

Als Werthe für p = 1 und q = 2 hat man offenbar 

(d) JVi(*) = l, JV,(*) = (Ä ~ 1). 

Gesetzt nun, für jeden Werth von q und für Ä = 1, 2, ... x — 1 gälte 

so wäre nach (5) ^'^ 

^r=(«=f)+ciD-c=i)[:-5i+i]-Ci}). 

d. h. (y) ^te auch für jedes q und für 1c = x. Es ist also nun 
noch, zu zeigen, dass (y) für Ä = 2 und jedes q richtig ist, damit (y) 
allgeinein bewiesen sei. Nun hat man 

^■"•-i-(J)> «"*«-«-Gix> 

nnd damit ist der Satz streng nachgewiesen. 

Wir bemerken für die Binomialcoefficienten den eben bewiesenen 
durch (5) ausgedrückten Satz, welcher jetzt die Form annimmt 

in dieser Gestalt wird er häufig verwendet werden. 

*) Als Beispiel führen wir für Ä «= 9, ^ = 3 die Zerlegungen von 9 in 
3 Theüe an 
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Ans diesem geht die Umwandlung, die im Texte durchgeführt ist, deutlich 
hervor. ... 
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Das in (4) ausgesprochene Resultat könnten wir nun weiter 
dazu benutzen^ um eine independente Darstellung der linken Seite 
aufzustellen. Statt dessen woUen wir es lieber dazu verwenden, 
mit Hülfe von (3) eine Beziehung zwischen Binomialcoef&cienten 
herzuleiten. Die Formel (3) liefert immlich 

p„(«*,&',c»,...) = HiT¥r::' ^-»(^' '^'•••) = |^ 

und dadurch wandelt sich (4) um, wenn man (Je + 1) statt Je setzt, 

(") 2,e)C;ö-G:0-(n-*-x)- 

Diese Formel ist ein Specialfall von 

(5b) entsteht aus (6), wenn r = h, s=^n — Tcyt = n — Tc — l gesetzt 
wird. Um (6) künftighin benutzen zu können, wollen wir es direct 
beweisen. 



*) Die beiden in der vorletzten Anmerkung citirten Abhandlungen Eulers 
beschäftigen sich mit der Formel (6), die wohl von Euler stammt. In der 
ersten Abhandlung wird sie mit Hülfe der Integralrechnung und, für ganze 
Zahlen Ä, m, n, auch durch die Wahrscheinlichkeits- Rechnung bewiesen. In 
der zweiten Abhandlung benutzt Euler die Entwickelung von 

nach steigenden Potenzen von 2f, um die Formel (6) herzuleiten. Dabei brauchen 
m und n nicht ganze, positive Zahlen zu sein. 

. Setzt man in (6)(a_f ) = («__f i ) ^^<^ dann s = *, so entsteht 

2'(:)C)=ri'')=rJ'*> 

und für m = n wird daraus 

Diesen besondem Fall hat zuerst Lagrange, Oeuvres 11, p. 177 = M^langes de 
la Sociät^ de Turin 1770 — 1773 gegeben. Ein anderer Beweis stammt von 
Valläs (Ann. d. math. Gergonne 16 (1825, 1826) p. 263); dieser stützt sich auf die 
Wahrscheinlichkeits -Rechnung. Ebenda p. 120 leitet Lenthäric den Satz aus 
einem allgemeineren Theorem von A. H. Ampere her (Ann. d. math. Grergonne 15 
(1824) p. 373), welches so lautet: „Bezeichnen wir bei beliebigem g 

a;(iB + g) (a; + 2g) . . . (a; + wg - g) = M , 
so ist L^JJ 

r m "I rmi rn rw-n pi rw-21 
U+yJ ^ La?J I LyJ L a? J , [yj L ^ J . « 

w! m\ "^ II (m-1)!"^ 21 (w-2)!"^"* 

Einen weiteren Beweis giebt M. Cantor (Zeitschr.f.Math.u.Phys. 2(1857)p.66). 
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Für s = 1 und beliebige r, t ist die Formel ricbtig; denn sie 
liefert bei 

(5)ö)+G)(j)-rr)' 

'>' G:i)(l)+ö(J)=('t')'"«*(H. 

Wir werden zeigen, dass, wenn (6) für ein bestimmtes s = Sq nnd 
beliebige r, t richtig ist, die Formel auch für s = 5o + 1 tmd beliebige 
r, t gilt. Der Voraussetzung nach kann gesetzt werden 






(> = 0,... 

Addirt man beide Gleichungen gliedweise, wie sie unter einander 
stehen, und wendet (5 a) an, so erhält man, wie behauptet wurde. 

Somit haben wir (6) durch strenge Induction hergeleitet. 

§ 8. Wir gehen jetzt dazu über, die Anzahl der Gombinationen 
Ä**' Classe und der Variationen Ä*®' Classe von unter einander 
Terschiedenen Elementen zu bestimmen. Es soll also die Anzahl von 
Complexionen berechnet werden, welche durch Auswahl von fc Ele- 
menten aus n gegebenen, unter einander verschiedenen ohne oder mit 
Wiederholung gebildet werden können. 

Als Bezeichnungen für die Gombinationen und die Variationen 
nehmen wir bei ausgeschlossener Wiederholung von Elementen 

Ci*^ (a, 6, c, . . .) bezw, CJt^ und CJt^ [a, h,c,.. .], 

ri'^ (a, 6, c, . . .) bezw VJ,'^ und Ff [a, 6, c, . . .]; 

dabei sollen, wie bei den Permutationen, die runden Klammem sich 
auf die Anzahlen beziehen und die eckigen Klammem auf die als 
Producte geschriebenen Complexionen selbst, die dann durch Plus- 
zeichen mit einander verknüpft werden. Es ist also 

C^^ [a, h,c,d\ = ab + ac + ad + hc + bd + cd, 

C^){a,l,c,d) = Q. 

Wir setzen femer für die nullte Classe 

Ci»> = Ff = 1. 

Wir fragen zunächst nach der Auswahl-Möglichkeit von Tc Ele- 
menten aus n gegebenen, die unter einander verschieden sind. 
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Für die Wahl eines ersten unter den Tc Elementen stehen n Mög- 
lichkeiten offen. Ist die Wahl getroffen, dann bestehen für die 
des zweiten unter den h Elementen noch (w — 1) Möglichkeiten u.s.£ 
Folglich giebt es für die Wahl der Ic Elemente 

n(w~l)(n-2)...(w-ÄJ + l) 

Möglichkeiten. Jede derselben liefert eine zu F« [a, &, . . ] gehörige 
Complexion. Da es bei den C«[a;6, ...] aber auf die Stellung 
der Elemente nicht ankommt, und da die gewählten Tc Elemente 
ifel Permutationen liefern; so geben je M der abgeleiteten Complexionen 
je nur eine Combination. Man hat also die Resultate 

(7) Cf(a,6,c,...)«g); 

(8) V^^\a, 6, c, . , .) = w(w - 1) . . . (>^ - Ä + 1). 

So findet man für w = 5, ifc = 2 

, V ah, ac, adf ae, hc, . . , ea, ei, ec, ed, 

^ ^ ba, ca, da, ea, cb, . . . ae, be, ce, de 

als Variationen; und jede der beiden einzelnen Zeilen des Schemas 
giebt die Combinationen für n = 5. Je = 2, 
Offenbar ist 

Vt^la,b,c,...-]=^Pnla,b, €,...-] 
und 

Beim Niederschreiben der Combinationen wählen wir ein be- 
sonderes Princip für die Anordnung der Elemente in jeder einzelnen 
Complexion aus. Wir bestimmen, dass sie gut geordnet sein 
sollen; es darf also, wenn die Elemente durch Buchstaben a,b,c, . . , 
oder durch Ziffern 1, 2, 3, . . . ausgedrückt sind, in keiner der Com- 
binationen ein späteres Element vor einem früheren stehen. So ist 
demnach zu schreiben 

C^^ [a, b,c,d\ = abc + abd + acd + bcd, 

und oben bei (a) ist die erste Zeile zur Darstellung von C^^ zu 
wählen. 

§ 9. Nachdem die Anzahl Cn^ berechnet ist, kann man durch 
andere Herstellungsarten der gleichen Combinationszahl auf neue 
Formehl über Binomialcoef&cienten kommen. Dazu verfahren wir 
z. B. so. 

Wir denken uns die Combinationen CJt^ [a,b, . , . d,e, f, g] derart 
in Gruppen eingeordnet, dass in dem ersten Theilcomplexe das letzte 
gegebene Element g überhaupt nicht vorkommt; dass im zweiten 
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zwar g aber niclit /*; dass im dritten f und g vorkommen aber e 
fehlt u. s. w. Diese Anordnung drückt sich durch die Gleichung 

+ Cii]H^^[a,i,.,.d,eyg 
+ C!t:r^''\a,l,...d\'fg 

+ 

aus. Ersetzt man in dieser Gleichung die Complexe durch die An- 
zahlen, so ergiebt sich durch Benutzung von (7) 

« ©-("i')+G":ü+ß:l)+-("-S-')- 

Dieselbe Relation lässt sich aus (5 a) herleiten. 

Eine zweite Formel wird auf folgendem Wege gefanden: 

Wir denken uns die Combinationen Cn^ \a, &, c, . . .] gut geordnet 

niedergeschrieben. Dann werden diejenigen, die mit a, die mit h, 

die mit c, . . . beginnen, bezw. durch 

aCi^r^^^ [&, c, . . .], 60iLV' [c, ...],••• 
dargestellt werden. Vergleicht mau die Anzahlen, so fo^ 

i k nach (8) 

('») G=l)+G=D+-+e=J)-®^ 

diese Formel hätten wir übrigens auch leicht durch strenge Induction 
mittels (4 a) herleiten können. 

Wendet man die Relation (10) auf jedes einzelne Glied der 
linken Seite nochmals an, dann entsteht 

G:i)+a=l)(D+G:ü(?)+-+e=i)("T*)-e> 

dieselbe Operation fahrt weiter auf 

ail)©+(?:t)(l)+G"=l)(ö+ -(9 

u.s.f. bis zu der Schlussformel 

Ö)(:)+(''i')("'i')+("iO(-r)+- ■ 

, ß\ {m + n — h\ _ fm + n + 1\ 
^\1c)\ m )^\Jc + m + l) 
oder 

,4i:...v * A m j-yjc + m + i/ 
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Durch combinatorische Deutung kann man auch folgende Formehi 
beweisen: 

©c) + (öü = 1) + ©(: = i) + ß)(:=i)+- -^(,")^ 
©o - (!)(:=!) + ®ü = i) - (s)(:=i) +■•-»• 

In der That, wählen wir aus n Elementen auf alle Arten h heraus, 
80 giebt das (^\ Möglichkeiten. Combinirt man alle (n — Jc) jedes- 
mal zurückgebliebenen Elemente zur (m — k)^^ Glasse und fügt an 
jede der Gomplexionen die h herausgewählten Elemente an, so ent- 
stehen alle Combinationen der n Elemente zur m*®^ Classe. In dieser 
Gesammtheit tritt jede der C» [a, 6, . . .] so oft auf, als man ver- 
schiedene k Elemente aus den m in Cn^^ eintretenden herausnehmen 
kann, d. h. jede erscheint f ^ j mal. Die linken Seiten der obigen 
Gleichungen als 

(S) Ol-^ ± (i) CilT^> + g) e-7'> ± • • • 

aufgefasst, geben also alle Cn {fl, b, . , .'], so dass eine jede von ihnen 
gerade 

(;)±(T) + ©±- 

mal eingeht. Dies ergiebt nun, wie wir sofort in § 11 sehen werden, 
bei den oberen Zeichen 2"*, bei den unteren Zeichen 0. Folglich 
erhält man in diesen beiden Fällen 

2'^Ci"'^ bezw. O.Ci"*^ 

und das stimmt mit den obigen Formehi überein. 

Lässt man den binomischen Lehrsatz, auf den wir erst später 
eingehen werden, auch für negative ganzzahlige Exponenten gelten, 
so folgt das zweite Resultat in etwas anderer Form aus der Ent- 
wickelung der Identität 

(1 +xY{l -fa;)-« = l. 

§ 10, Wir schreiten jetzt zur Erledigung folgender Frage: In 
wie vielen Gomplexionen Cn^[a, 6, ...; d, e, ..♦;/*, gr...] kommen 
von den ersten q mit a,b,,.. bezeichneten Elementen vor- 
geschriebene a Elemente vor, {o^q)^ während von den 
folgenden t mit d,e,,,. bezeichneten Elementen keines 
vorkommt, und über f,g,,.. nichts gefordert wird? — Bilden 
wir C^Z^Lt [fy fl', . . .] iiiid schieben jeder dazu gehörigen Complexion 
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die vorgeschriebenen Elemente aus a,h, , . , vor^ dann bekommen 
wir eine der geforderten Complexionen; und da man auf diesem 
Wege alle erlangen kann und eine jede nur einmal^ so ist die ge- 
forderte Anzahl von Combinationen 



\ Jc^0 )' 



Wird nur verlangt^ dass irgend welche t aus den 6 Elementen 
vorkommen sollen, dann tritt zu der erhaltenen Zahl noch der Factor 
hinzu, welcher angiebt, auf wie viele Arten aus ö Elementen r heraus- 
gewählt werden könne; also ist in diesem Falle die geforderte Anzahl 

("I^70(°)- 

Unter diesen Sätzen stehen folgende Specialfälle: 

1 In wie vielen Combinationen C«^ [a, 6, . . .] kommt a vor? 

2. In wie vielen Combinationen Cn^\_a, 6; * . .] kommt a vor aber 

nicht &? Hier ist () = <?«!; r = 1; also ergiebt sich (^ ~ ^ j als 
Anzahl. 

3. In wie vielen kommt entweder a oder h vor (nicht aber beide 
gleichzeitig)? Hier ist = 2, Q^^Xyr = und die zweite der obigen 

allgemeinen Formeln liefert 2 ( ?? ~" ^ |. 

J. Bernoulli*) behandelte zuerst dieses Problem allgemein. 

§ !!• Für die Anordnung der Combinationen aller Classen 
können wir auch folgendes, von J. Bernoulli (I.e.) benutztes Schema 
wählen : 

a 

6, ab 

Cy aCf bc, abc 

d, adf bd, cd, abd, acd, bcd, abcd 

e, ae, , abcde 



Die Tabelle wird so hergestellt, dass eine jede neue Zeile durch ein 
neues Element begonnen wird, und dass auf dieses alle vorhergehenden 
Combinationen, nachdem an eine jede rechts das neue Element an- 
gefügt ist, classenweise geordnet folgen. Döss man auf diese Art alle 
Combinationen erlangt, ist unmittelbar ersichtlich. 

*) Ars conjectandi, Theil m, Cap. IV. 

Netto, Gombinatorik. ^ 
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Man sieht, dass die erste Zeile eine Combination enthält, die 
zweite deren 2, die dritte 4, die vierte 8; wir behaupten, dass die 
Qo + 1)** Zeile 2* Combinationen enthält und beweisen dies wieder 
durch strenge Induction. Gesetzt, es wäre bis zur {k + 1)*®^ Zeile 
das Gesetz erwiesen, dann enthielte die folgende Zeile gemäss ihrer 
Bildung die Anzahl 

1 + [1 + 2 + 22 + ...+ 2*] = l + (2*+i-l) = 2*+i, 

wie bewiesen werden soUte. 

Hieraus folgt, wenn man alle überhaupt möglichen Combinationen 
zählt, 

Oi^>+Ci*^+...+ Ci"^=l + 2 + ...2"-'==2"-l 

oder, da man ja (7i^^= 1 gesetzt hat (§ 8), 

t = 

Nach der Formel (7) ergiebt dies die Relation 

<") ß)+(i)+(l)+-+Ö-^-- 

Diese Formel folgt sofort, wenn man den binomischen Lehrsatz 
als bekannt voraussetzt, aus der Entwickelung von (1 + 1)". 

Im obigen Schema am Anfange dieses Paragraphen zeigt es 
sich, dass von der zweiten Zeile ab in einer jeden Zeile eben so viele 
Complexionen vorkommen, die ungeraden Classen Ä = 1, 3, 5, . . . an- 
gehören, wie solche, die geraden Classen & = 2, 4, 6, . . . angehören. 
Diese Eigenschaft gilt allgemein, wie wir durch Induction nachweisen. 
Gesetzt, sie gälte bis zur ¥^^ Zeile inclusive, dann folgt, dass bei 
der Herstellung der (Je + l)*^** Zeile durch Hinzunahme des neuen 
Elementes q zunächst die Complexionen q und aq auftreten, also je 
eine Combination von gerader und ungerader Classe Ä; = 1 und fc = 2. 
Alle noch folgenden Combinationen entstehen aus denen der zweiten, 
dritten, . . . Tc^^ Zeile und umfassen also gleichfalls eben so viele 
Combinationen von geraden wie von ungeraden Classen. Dies ist 
der zu beweisende Satz. 

Es heisst dies in Formeln, wenn man wieder Cn^ = l einführt, 

c^' + cf + ci*> +...= ci^) + cf + ci^' + ••• 

oder 

cr-c»> + c»>-ci" + -— 

C^) (S)-G) + (2)-(3) + --»- 

Auch diese letzte Formel ist eine einfache Folge der binomischen 
Entwickelung in der Gestalt (1 — 1)* = 0. 
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§ 12. Das letzte in vorstehendem Paragraphen gelöste Problem 
ist wohl zuerst von J. J. Mairan*) behandelt worden. Es wurde 
von A. A. Cournot**) verallgemeinert und von Chr. Ramus***) 
gelöst. Wir folgen dem Gange von Bamus bei der Darstellung der 
Resultate. 

Das Problem lautet: Es sei g eine willkürliche positive 
ganze Zahl < n, und r sei eine der Zahlen 0, 1, 2, ... (g — 1). 
Es soll die Summe 

k 

bestimmt werden. 

Bei Benutzung des binomischen Satzes bietet die Lösung keine 
Schwierigkeit. Wir bezeichnen mit o eine primitive g*® Einheits- 
wurzel, etwa 

27r . . . 27r 

d = COS h * sm — 

und bilden die Potenzen 

(i+.o)«=(«)-fe)+(«)+...+(:> 
(i+«')»=6)+(t)«>+ß)«>,*+-+(:)«>-, 
(i+a,r=ß)+(T)-^+ ©-*+•••+ O-^ 

(1 + o)«-!)» = {^ + (^ a)«-i + (^ a)»(«-i) + ■ • ■+(^ a)"(«-i). 

Hieraus ergiebt sich, wenn man diese Gleichungen der Beihe nach 
mit oj", fi)"'', o»—*'', . . . cj— («—!)'■ multiplicirt und die Producte addirt, 

(.) '|a+»')— "-3[(:)+(j,)+G/^,)+-]. 

Die linke Seite können wir folgendermassen umformen 

(7-1 



=2(2cos-j [cos ^ +^sm ^ ^ ^ J. ^ 



t = 



*) M^m. de TAcad. de Paris pour 1728 (1763) (Histoire, p. 68) in einer 
Bemerkung über eine Wahrscheinlichkeits- Aufgabe. 
**) Bulletin des sciences math^m. (f^vr. 1829). 
***) Joum. f. Math. (1834); Bd. 11, p. 353. 

o* 
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Weil aber die rechte Seite von (a) reell ist, so ergiebt sich für den 
Coefficienten von i anf der rechten Seite von (/3) 



= > ( 2 cos — j sin -^— 



5 



Ä:(w — 2r)n 



d. h. man erhält als Schlussresultat 

So ist beispielshalber für g = 3 nach einfachen Reductionen 

©+©+(?)+-=l(2-+2-^^) 

§ 13, Wir haben bei der Herstellung der Combinationen bisher 
angenommen, dass sämmtliche zur Bildung benutzte Elemente von 
einander verschieden seien. Wir gehen nun zu der allgemeinen Auf- 
gabe über, die Combinationen ifc*®' Classe von n Elementen zu 
bilden, unter denen «^ Elemente gleich 1, ferner cc^ Elemente 
gleich 2, u. s. f. und endlich «^ Elemente gleich m sind. Hier- 
bei werden wir die verständliche Schreibart 

Qik) j-jor,^ 2% . . . m''^] und Of (1% 2«*, . . . m"^"») 

(«1 + «8 + • • • + «m = W) 

benutzen. Sind in der Klammer die Elemente aufgeführt, dann kann 
der untere Index des G fortgelassen werden. Dies soll im Folgenden 
häufig geschehen. 

Zunächst wenden wir uns zu dem besonderen Falle, dass o^, 
ofg, . . . «m sämmtlich mindestens den Werth Je haben, so dass also 
jedes der Elemente beliebig oft in die Complexion aufgenommen 
werden darf. Dieser Fall wird gewöhnlich als derjenige der Com- 
binationen mit unbeschränkten Wiederholungen oder kürzer 
der Combinationen mit Wiederholungen bezeichnet, während 
der allgemeine Fall derjenige der Combinationen mit ein- 
geschränkten Wiederholungen heisst. 

Dabei wollen wir setzen und diese Bezeichnung dauernd, bei- 
behalten 

Ci*^ [au ai . ; . a^] = F^^ k, a^, . . . aj {n = kfn> 



I 
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Nun ist r^^ [%, 02, . . . a;„] = «1 + »2 + «3 + \- am 

und also r^^^m. 

Femer hat man 

rif^K, 02, . . . a^] = a^a^ + a^a^ + a^a^ + • • • + «lO;» 

+ 

folglich wird + f^mCi'm] 

Jf)=«»+(«»_l)+...+l=('«+l). 

Weiter kann man offenbar setzen 

' -Ti^^K, O2, . . . Om] = ö^i rml(^u «2? • • • öw] + «2 r^^-i[a^y O3, . . . O^n] 

+ 03 r^Liia^, 04, . . . o„»] + . . ., 

r»'-('»+i) + g) + (";i)+... 

Dies ist nach (10), § 9 gleich \ ^ j- Wendet man Induction an, 

so wird man zu der Vermuthung geführt, dass 

/-ION rW^ (m + Je — 1\ ___ fm + h — 1\ 

^^^^ ^"^ "V k J""l m-1 j 

sei. 

Wir wollen die Richtigkeit dieser Formel nachweisen. Gesetzt, 
sie ^te fiir Ä = 1, 2, . . . g, dann soll sie auch für (q + 1) gezeigt 
werden. Es ist 

Ti^'^^^ [Ou «2; . . . 0;„] = Ol r^^ [Ol, O2, . . . 0;n] + O2 r^Li [O2, O3, . . . am\ 
+ 08r^^L2[03, ...0;„] + ••• 

.und daher wird 

^ /m + 2 — 1\ _^ /'m + 2 - 2\ _^ /m + g[ - 3\ _|_ . . . . 
dies ist nach (10) , , , 

Damit ist der Beweis geliefert .*) 

♦) An die Formel (12) knüpft D. Andrä [Nouv. Ann. d. M. (2) 12 (1873) 
p. 84] einige naheliegende Folgerungen: „Sind (w — 1) und (Ä+l) theilerfremd, 
dann ist C^*^(aJ, . .. aj,) durch (Ä + l) theilbar." Das folgt aus 

/w + Ä-n . ^ _rw + Ä;-l^ .__!_. 
V Ä ; ÄJ + l V ÄJ + 1 J w-1 

„Sind m und Ä theilerfremd, dann ist C^*^«!,»- .aj,) durch w theilbar." Das 
folgt au8(^ -r^ )'m^[ ^-1 j'F^-'-^- 
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Ein anderer, auf einem besonderen Kunstgriffe beruhender Be- 
weis des Satzes ist der folgende. Sind 1,2, 3,,.. m die gegebenen 
Elemente, und bedeutet Tc die Ordnung der geforderten Classe, so 
erhöhe man in jeder zu dem Symbol 

(«) r^\\,2,...m\ 

gehörigen, gut geordneten Complexion das erste Element um 0, das 
zweite um 1, das dritte um 2, . . . , das Ä*® um (ifc — 1). Durch 
diese Operation entstehen Complexionen der Elemente 1,2,3, ... 
(m + Ä — 1). Jede dieser Complexionen enthält nur verschiedene Ele- 
mente, und jede ist gut geordnet; denn da in den ursprünglichen Com- 
plexionen niemals niedere Elemente auf höhere folgten, und da die 
durchgeführte Operation spätere Elemente um mehr vermehrt als 
frühere, so folgen in den neuen Complexionen stets höhere Elemente 
auf niedere. Wir haben also nur Complexionen erhalten, die zu 

iß) C^*)[l,2,...(m + ÄJ-l)] 

gehören. Umgekehrt führt die inverse Operation von jeder Com- 
plexion aus iß) zu einer solchen aus (a), indem man nämlich bei 
einer solchen aus (/3) das erste, zweite, dritte, ... ¥^ Element bezw. 
um 0, 1, 2, ... (Ä — 1) vermindert. Da endlich verschiedene Com- 
plexionen aus (ß) auf verschiedene aus (a) führen und umgekehrt, 
so folgt*) 

(13) ri*> (1, 2, . . . m) = C^*\l, 2, . . ., m -f Ä ~ 1) ^ (^ + * - 1) . 

§ 14. Eine recurrirende Formel f&r die F^^ erhalten wir da- 
durch, dass wir die dazu gehörigen Combinationen mtt Wieder- 
holungen passend eintheilen und abzählen. Diejenigen Combinationen, 
welche das Element a^ enthalten, bilden den Complex 

di r^~"^^ K, «2, . . . Ä/n]; 
diejenigen, welche irgendwie das Element a^ enthalten, den Complex 
0^2 ^m [ö^i, . . . «m], n. s. f. Die Summe 
(«) aiil*"'^K, aj, . . . a;n] + Og . rif"'^K, a^, . . . a;„] +••• 

iu bekannter Weise symbolisch gedeutet, enthält also jede Com- 
plexion von jr,i*^[ai, «2? • • • »m]. In («) kommen die Complexionen, 

*) W. A. Förstemann gab im J. f. Math. 13 (1836) p. 237 diesen Beweis 
und fügte hinzn: „man möchte fast glauben, er müsse längst bekannt sein, 
doch habe ich ihn nirgend gefanden, so viele Werke ich auch deshalb nach- 
schlug.". Im Band 3, ibid. (1828) p. 97 giebt aber H. F. Scherk denselben 
Beweis, der seinem Wesen nach wohl auf Eulers Introductio in anal. inf. I, 
Cap. 16, § 809 — 315 zurückzuführen sein dürfte. 
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die nur ein Element (mehrfach) enthalten, einmal vor. Die Com- 
plexionen mit zwei Elementen a«, aß kommen zweimal vor, nämlich 
je einmal im a*^^ und /3*®^ Summanden. Sie müssen deshalb einmal 

fortgelassen werden; es ist also aa-a^jrif'"*^[ai, o^^ • • • ^m] zu unter- 
drücken, und so allgemein 

iß) »1 • «a-^m^^^K, ^2, . . . Om] + ö^i- a8r4*"*^[%, Oj; . . . aj 

+ a, • a, ll* "■ ^^ [aj , »2 ^ . . . Om] + • • • 

Hierdurch sind alle Complexionen, welche nur zwei Elemente ent- 
halten, richtig gestellt. Diejenigen mit drei Elementen kommen 
in (a) dreimal vor; sie werden in (ß) dreimal fortgenommen und 
müssen daher noch einmal zugefügt werden. Das geschieht durch 

(r) (^i'<h'(^z^^'~^\(^u 0^2? •• • <^m\ + »1- Oa-a^r^*""*^ [a^, ag, . . . a^n] -f • • • 

Dass die weiter anzustellenden Ueberlegungen entsprechende Bildungen 
ergeben, folgt leicht. Die Combinationen, welche % der Elemente 
enthalten, kommen nämlich in (a), (j3), (y), ... zusammen 



(l)-(l) + (3)-±ö 



mal vor. Dieses Aggregat hat nach § 11, Schlussgleichung, den 
Werth 1; folglich kommen jene Combinationen aus % verschiedenen 

Elementen in (et) — (/3) -f (y) gerade einmal vor. 

Geht man von den Complexionen zu ihren Anzahlen über, so 
werden die einzelnen Summanden, welche bezw. in (a), in (/?), 
in {y), . . . auftreten, einzeln gleich 

J-C*-!) p(t-2) 7-.(*-8) 

solcher Summanden kommen entsprechend (^)? \n)y (s?)^ ••• ^^^• 
Somit wird*) 

(14, r+r>)=(T)("f^r')-©("j^2') 

oder 

(14a) rif>= c?:^>r^-^>- of rr^^H- erif-'^- - 

§ 16. Wir gehen jetzt zu der allgemeinen, im Anfange des 
vorletzten Paragraphen gestellten Aufgabe über, die Anzahl von Com- 
binationen mit beschränkter Wiederholung zu bestimmen. Man hat 

*) Diese Formel hat M. A. Stern, Jonm. f. M. 18 (1838) p. 175 aufgestellt; 
O. Ter quem, Jonm. d. M. 3 (1838) p. 566 hat sie zuerst bewiesen. 
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0^*' [«?, a?, . . . flC»] = 0^*> K, «?•, . . . «M + Ol C<*-'> K*, . . . a>] 

wie maa erkennt, wenn man die Complexionen der linken Seite so 
ordnet, dass man alle diejenigen zusammenfasst, welche die gleiche 
Anzahl von Malen das Element a^ enthalten. Ist a^ > Je, so ist jedes 
G mit negativem oberen Index gleich NuU zu setzen. Aus dieser 
Formel folgt 

C<*> (at\ . . . o^») = 2 C^*"*"' («^ • • • «^"0 
und nach demselben Schema weiter 

9a=0 9i=0 



«1 "m— 1 

(15) C^'^ (at\ a?, . . . a» =2 * * ' 2 ^^'""'^ '""'^ C^»- 

Hierbei ist auf der rechten Seite zu setzen 

<7^''^ («m) == 1? wenn h^a ist, 
= 0, wenn h> a ist. 

Es ist nicht schwer, einzusehen, dass die Formel (15) nichts 
weiter aussagt, als dass die gesuchte Zahl der Gombinationen genau 
so viele Einheiten enthält, als die unbestimmte Gleichung Lösungen 

(15a) 3i + & + &+•••+ 3m = Ä 

(2? = 0, 1,2, ,..,a^; ^ = 1,2, ...m) 

durch positive ganze Zahlen und die Null besitzt. Hieraus folgt z. B. 

C^^^ (al\ a?, . . . a>) = ^^±1) _ l (wenn k der Werthe a gleich 1 sind). 

Der besondere FaU der Gombinationen mit unbeschränkten Wieder- 
holungen, d. h. der Fall, in welchem alle a mindestens gleich ife sind, 
lässt sich nach (15 a) auch sofort behandeln. In § 7 haben wir 

gesehen, dass die Zahl Ä auf ( ;) Arten in m Theile getheilt 

werden kann; bei jenen Zerlegungen traten aber nur positive Zahlen 
auf, während hier bei (15 a) auch die NuU als Summand vorkommen 
kann. Wenn man nun bei jeder hier nötigen Zerlegung einen jeden 
eingehenden Summand uitn 1 erhöht, dann kommt man auf alle Zer- 
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legungen der früheren Art, nur dass Tc durch Qc + ni) ersetzt ist. 
FolgKch ist die von uns gesuchte Anzahl 

\ m-1 )^\ Je r 

und das stimmt ja auch mit (13) überein. 

§ 16. Eine andere Methode zur Berechnung der Anzahl von 
Combinationen gegebener Elemente mit beschränkter Wiederholung 
stammt von Ad. Weiss*). Dieser benutzt folgende Bezeichnung. 
Unter den Elementen, deren Combinationen zur m^^ Classe behandelt 
werden sollen, mögen Jcm vorhanden sein, welche m-mal vorkommen 
dürfen; femer Ä^— i, welche (m — l)-mal vorkommen dürfen (so 
dass unter ihnen sich also auch jene ersten km befinden werden) u. s. w., 
bis zu \ Elementen, die einmal vorkommen dürfen, und die daher 
auch alle früheren Äg Elemente in sich fassen. 

Wir suchen zunächst die Anzahl aller Combinationen, in denen 
r^, fg, . . . Tm Elemente wirklich bezw. 1, 2, . . . m-mal auftreten. 

Natürlich ist r^ -\- 2r^ + Sr^ -{ [- mrm = m. Die mr Elemente, 

welche w-mal in die Complexion eingehen, können nur aus den 

hat Elementen gewählt werden und zwar auf ( *" ) Arten. Ist diese 

Wahl geschehen, so können die m^— i Elemente, welche (m— l)-mal 
eingehen, nur noch aus Qcm-^i — ^«i) Elementen gewählt werden, da 
ja von den ursprünglich vorhandenen Jcm—i bereits Tm ausgeschieden 
sind. Dadurch ist klar, dass diese Wahl auf 

/km-i — r„A 

\ rm-i ) 
Arten vor sich gehen kann. Auf dieselbe Weise schreitet man fort 
und gelangt zum Ergebniss 

/ifem\/Jfca-l — rm\ (km-2 — Tm^l — ^m\ . . A — ^^S M 

\W V Tm-l ) \ r,a^2 ) \ n / 

Macht man dann femer noch auf alle möglichen Arten die Annahme 
der r so, dass stets 

ri + 2^2 + 3r3 H f- mr« = m 

ist, so wird die Summe 

das gewünschte Resultat geben. So ist beispielsweise für m = 1 nur 
ri = l; für m = 2 hat man ^1=0, r^=^l und ^1 = 2, ^2 = 0; für 

*) Jöum. f. Math. 34 (1847) p. 255. 
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m = 3 hat man r^ = r2 = 0, rj = 1, ferner ri = r2=l, ^3 = und 
r^ =3^ ^2 = ^8 = 0. Somit werden die Summen für 

ebenso findet man für 

_4 G.)+ft)e'r')+(i)+e)e*?')+(^)^ 

Weiss giebt in der angefülirten Arbeit die Resultate bis zu m = 10. 
Eben derselbe theilt in der Fortsetzung seiner Arbeit*) eine 
andere Methode mit, die wir wenigstens erwähnen wollen. Es möge 
das Element a^ vorkommen dürfen c^^j-mal, das Element «g ebenso 
«g-mal u. s. w. bis zu am, welches a^-'ocisl vorkommen darf. Dann 
bilden wir das Product 

(1 + a^x + alx^ + '"+ a^^x"^) • (1 + a^x + afa;^ + • • • + a^^x^^) • • • 

• ...(l + a«a; + aS,a;« + ...+ a:'»a;H 

Hier wird der Coefficient von a^ gleich 

werden, falls man die Exponenten der a in diesem Coefficienten als 
Ordnungszahlen des Vorkommens der betreffenden a auffasst. Wenn 
man nun alle a^^j a^, . . . am durch die Einheit ersetzt, dann geht 

C^'^ K, a?, . . . a>] in C^'^ (at\ at\ . . . a» 

über; bezeichnet man diesen Ausdruck für den Augenblick mit Gm' 
so entsteht 

1—x l—x 1—x 

Die Berechnung der linken Seite liefert also die gesuchten Coeffi 
cienten. 



*) Joum. f. Math. 38 (1849) p. 107, Nachtrag p. 141. — Vgl. auch H.F. Scher k: 
Math. Abhandl. Berlin (1825). 
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Aus der letzten Gleichung folgt die Beziehung 

[1 + C^^a! + Gl^^x' + ----[-il + x + x^ + --- + x'''-+') 
= 1 + C^i^x + C^itx' + Cifii/ + • •.• i''4iaf + • . • , 
und in ihr liegt der Beweis einer von J. JBernoulli (1. c.) gegebenen 
Regel für die auf einander folgende Bildung der Ausdrücke Ct^\ C%^\ 
C^\ . . . Sind nämlich die Cm^ gegeben^ so folgt durch Ausführung 
eines einfachen Schemas die Berechnung der Gm—i ^ nachstehender Art: 



Zeüe 1 


1 


e 


cif' 


e. 


• • '-'m • • •> 


^y 


2 




1 


et' 


(7i?>; 


• ' ^m • • •> 


n 


3 






1 


c<«. 


..Gm ..., 



Ä 4-1 C^'"""'»^ 

n ^m^ ^ • • • ^m • • •) 

Nun addirt man die Glieder der einzelnen Spalten und erhält als 
Summe die gewünschten neuen Anzahlen 

1 Ml) pii) p(8) Mr) 

Bernoulli giebt als Beispiel folgende Tafel, aus der die Anzahl der 
Combinationen ^ 

zu entnehmen ist. 



Zu combini- 
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rende Elemente 
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a»6V 
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14 


17 
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17 
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a^ftVd* 


1 


4 10 19 30 41 


49 52.49 41 


30 


19 


10 


4 1 
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Die erste Zeile jedes neuen Abschnittes giebt die neuen Combinations- 
zahlen. So wird 

C^^^ (a^ 6*) = 5, C^^^ (a^ l^ c^) = 17, C^'^ (a^ l\ c^ d^) = 49. 

Man erkennt leicht, dass man die Tabelle in einfacherer Weise 
nämlich durch horizontale statt durch verticale Addition erhalten 
kann. Zuerst schreibt man hinter a^ die (5 + l)-mal zu setzende 1 
Dann kommt man zu der Zeile mit a%\ indem man je (4 + 1) der 
darüber stehenden, nach links zu zählenden Glieder addirt; also, da 
zuerst nur ein, dann zwei, . . . Glieder vorhanden sind, 

1^1; 2=1+1; 3=1+1+1; 4=1+1+1+1; 5=1+1+1+1+1; u.s.w. 

Zu der Zeile mit a^h^c^ gelangt man, indem man je (3 + l)^.der 
darüber stehenden nach links zu rechnenden Glieder addirt, also eins 
mehr als der Exponent 3 angiebt, 

1 = 1; 3 = 1 + 2; 6 = 1 + 2+3; 10=1 + 2 + 3 + 4; 
14 = 2 + 3 + 4 + 5; 17 = 3 + 4 + 5 + 5; u.8.w. 

Zu der Zeile mit a^fe^c^d^ kommt man ähnKch, indem man so viel 
Glieder addirt, als der neue um 1 vermehrte Exponent angiebt, 

1 = 1; 4 = 1 + 3; 10 = 1 + 3 + 6; 19 = 3 + 6 + 10; 
30 = 6 + 10 + 14; 41 = 10+14 + 17; u.s.w. 

§ !?• Dem soeben besprochenem Probleme steht als Gegen- 
stück das folgende andere zur Seite*): Es sind w^ Elemente ge- 
geben, die in den zu bildenden Combinationen einzeln 
entweder gar nicht oder mindestens einmal vorkommen; 
(^2 — %) andere Elemente, die in den zu bildenden Com- 
binationen einzeln entweder gar nicht oder mindestens 
zweimal vorkommen; {n^—n^ Elemente, die entweder gar 
nicht oder mindestens dreimal vorkommen, u. s.w. Es sollen 
aus diesen Elementen die Combinationen m*®' Classe gebildet 
werden. Wir untersuchen zunächst diejenigen der Combinationen, 
in denen r^ Elemente einmal, r^ zweimal, . . ., auftreten, wobei natür- 
lich wieder 

(a) ri + 2^2 + 3^3 H h mrm=m 

sein muss. Für die Wahl der ersten r^ Elemente stehen n^ Elemente 
zur Verfügung; es bestehen demnach (^A Möglichkeiten. Für die 

weitere Wahl der r^ Elemente, welche zweifach auftreten sollen, sind 
von den ersten % Elementen jetzt noch (% — r^) disponibel und von 
den folgenden (Wg — %) Elementen noch sämmtliche. Man hat also 

*) L. Oettinger, Arch.f.Mathaö (1850) p. 241, § 6. 
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(«3 — r^) zur Verfügung und demnach ( ^2 "" ^A Möglichkeiten. Ist 

die Wahl getroffen, so bleiben von den beiden ersten Sorten noch 
(Wj — fj — r^) zurück; ausser ihnen haben wir noch (Wg — n^) Ele- 
mente der dritten Sorte, aus denen die Wahl der r^ dreimal vor- 
kommenden statthaben darf; es giebt also (^8~~^i"~^2j Möglich- 

keiten, u. s. f. Es giebt also zusammen 

(« ft)("'r*)("*"r''')-("--'-;---''> 

xmd nimmt man die Summe über alle diese Producte (/3), bei welchen 
die Grössen r der Gleichung (a) entsprechen, so erhält man die 
gesuchte Anzahl. 

So ergiebt. sich für m = 2 

(?) +(!•)' 

für w = 3 

(5) + (».)(». 7 !) + (-].); 

für m = 4 

a)+(?)("'r')+(i)+ft)("T ')+(•;*)' 

for m = 5 

{?)+(^)("T')+(l')("-r')+(?)("'r') 
+('^)("T')+ri')("'r ')+(•;•)■ 



§ 18. Den in § 10 behandelten Problemen stellt sich das 
folgende zur Seite: In wie vielen Complexionen aus 

kommt irgend ein Element mindestens r (^Ä)-mal vor?*) 
Gesetzt, das erste mindestens r-fach vorkommende Element 
stände an der vordersten Stelle, dann wäre der Inbegriff der Möglich- 
keiten durch 



*)L, Oettinger, (1. c.) §11 behandelt das Gleiche etwa anf die an- 
ene Art des Textes, 



f 
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ajll*-'>[ai,«3,...o„] 



gegeben, da ja alle Gomplexionen gut geordnet sein müssen. 

Steht femer das erste mindestens r-fach vorkommende Element 
an zweiter Stelle der Complexion, so dass also nur ein einzelnes 
Element vorauf geht, dann hätte man in dem Schema 



ihren Inbegriff. Wenn das erste mindestens r-fache Element au 
dritter Stelle stände, dann wäre das entsprechende Aggregat 

^^^ + rf [a„ a,] a,; lH^Zr'^ [a„ a^, . . . «„] 



und so müsste man fortgehen, bis die Reihe von selbst abbricht. 
Hierbei ist aber noch ein Umstand zu berücksichtigen. Die Elemente, 
nämlich, welche dem ersten, mindestens r-fach wiederholten links 
vorausgehen, dürfen dem Wesen der Ordnung gemäss nicht selbst 
r-mal wiederholt werden. Das Gesetz, nach welchem («), (/3), (y) 
gebildet sind, ändert sich also, sobald das erste r-fach wiederholte 
Element an die (r + 1)*® oder an eine spätere Stelle rückt. Es muss 
also heissen 



und man erkennt sofort, dass hierbei die erste Zeile wegen 

in Wegfall kommt. Die Bildung complicirt sich also durch Fortfäll 
einzelner Anfangsglieder; der Exponent (r — 1) tritt als Maximum 
bei allen folgenden Aggregaten im ersten Factor auf. 

Ersetzt man in allen den vorhergehenden Ausdrücken die eckigen 
Klammem durch nmde, dann hat man die Aufgabe auf Addition 
von früher berechneten Anzahlen zurückgeführt. Jedes Theilaggregat 
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der ersten Sorte, (a), (j3), (y)..., lässt sich leicht durchfuhren; 
die Theilaggregate der zweiten Sorte von (d) an machen wegen 
ihrer grösseren Complicirtheit Schwierigkeiten. Wir wollen hier 
nicht weiter auf diese Frage eingehen, und ebenso wenig auf andere 
ähnhche > von verschiedenen Autoren behandelte, deren Nutzen nur 
ein geringer ist. 

§ 19. Die einfachsten PäUe des Symbols C^*^ [a?, a?^ . . . a>] 
sind für «^ = cfg = • • * = öt^ = 1 und für «^ = cfg ==...= «^ = jfc vor- 
handen. Es sind dg^ die Fälle der Combinationen ohne Wiederholung 
und mit unbeschränkter ' Wiederholung. An diese schliessen sich 
als besonders beachtenswerth diejenigen, für die alle Exponenten 
(JL^, a^j . , , am denselben Werth a besitzen, also Cl « [ai, as, . . . cC]. 
D. Andre nennt sie regelmässige Combinationen. Er hat ihre 
Eigenschaften eingehend studirt*); wir werden die Hauptresultate 
seiner Abhandlung über die regelmässigen Combinationen herleiten. 

D. Andre bezeichnet einfach 

• 

wir wollen diese kurze Bezeichnung für diese Untersuchungen bei- 
behalten. In ihr giebt m die Anzahl der verschiedenen Elemente, 
Ä die Classe und q das Maximum der erlaubten, Wiederholungen 
jedes Elementes an. 

Wir nehmen, in Uebereinstimmung mit unseren bisherigen Fest- 
setzungen 

(m, 0\ = 1 (wenn g + ist), 

(m, Jc)q = (wenn k <^0 oder >• mq). 

Zunächst gilt die Formel 

(16) (m, Jc\ = (m, mg — Ä;)g. 

Denn jeder Combination, die zur linken Seite gehört, entspricht eine 
zur rechten Seite gehörige, wenn man die Elemente der ersteren von 
allen überhaupt vorhandenen mg Elementen fortstreicht. 
Dann besteht ferner die Formel 

(17) {m,Tc\^'^{m-\,h-a\. 

Dies erkennt man leicht, wenn man alle betrachteten regelmässigen 
Combinationen so ordnet, dass man zunächst die (m — l,^)^ zu- 
sammenfasst, die keine 1 enthalten; dann die (m — 1, fc — l)^, welche 
die 1 einmal enthalten u. s. f. 



*) Ann. d. l'ficole Norm. (2) 5 (1876) p. 165. 
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Dieses Theorem giebt uns der Reihe nach 



a=l 



(2,Jc\ = (l,h\ +2(1,*-«), 

a=l 

und durch Addition erhält man 

g m — 1 

Femer giebt (17) 

wir nehmen nun an, es durchlaufe t die Reihe 0, 1, 2, . . . bis zum 

höchsten Ghmzen, welches in ^^.""T enthalten ist, und summiren 

' 2 + 1 ' 

über diese Werthe von t 

Dann geht die so entstandene Doppelsumme rechts in (a) über 
alle Werthe des zweiten Argumentes in der Klammer von an 
bis (m — l)q. Man erhält somit 

(19) ^(m.tlq + 1] + r\ =^(m - 1, % 

*=0,1,... k=0 

Die rechte Seite ist von r unabhängig; folglich liefert die Summe 

links für jeden Werth von r = 0, 1,2, ,. .q dasselbe Resultat. 

Hieraus ergiebt sich sofort, falls man links nach r summirt 

mq (m — l)q 

Ist also die Summe rechts gleich (g + 1)"*~~^, so wird diejenige auf 
der linken Seite (g + 1)"*. Da dies für m = 2 wegen 

(l,k\ = l (Ä; = 0, l,2,...g) 

gilt, so ist allgemein 

(20) ^{rn,h\ = (q+ir. 

Es ist dies eine Verallgemeinerung einer Formel aus § 11, 
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Man hat weiter 



(21) ^{m,lc\^^a^{m-l,Tc--a\ 



In der That, es enthält jede unserer regulären Combinationen Tc Ele- 
mente; alle betrachteten daher k'(m, Ä)g. Nun kommt in ihnen jedes 
der m Elemente gleich oft vor, also ein jedes so oft, wie die linke 
Seite von (19) angiebt. Dieselbe Anzahl können wir auch so erlangen, 
dass wir zählen, in wie vielen Combinationen ein Element, z. B. 1, 
genau a-mal auftritt. Offenbar ergiebt sich (m — l,k — a)q als Zahl 
der Combinationen, und für o: = l,2, ...g erhält man alle Glieder 
der rechten Seite. — 

Wir verbinden (21) mit (17). Die Formel (17) Uefert 

1c • (m, 1c\ = 1c' ^ (m — 1, ifc — a)q 
und (21) 

h • (m, 1c)q^m * ^ a(m — 1,1c — a\] 
durch Vergleichung finden wir 

9 

^ (am — 1c)(m — l,k — a)q = 
oder 

— 1c(m — 1, ifc), +^^{am — ifc)(m — 1,Ä — a)g = 0, 

a = l 

d. h. wenn man m statt (m — 1) schreibt, 

9 

(22) k • (m, 1i)q =^ (am + a — k) - (m, k — a)q. 

a = l 

Wir theilen jetzt die m verschiedenen Elemente der Combinationen 
in zwei Theüe von r und von s Elementen, wo r + s = m sein muss. 
Dann können wir alle unsere regulären Combinationen in solche 
theilen, welche kein Element der ersten Gruppe enthalten, oder eins, 
oder zwei, u. s. f. Die Zahl derjenigen Combinationen, welche genau 
a der Elemente r und (k — a) der Elemente s haben, ist 

(r,a\'{s,k-a\', 
folghch wird 

(23) (r + s, k\ =2" {r, «),' («, ^ - «V 

a=0 

Dies ist eine Verallgemeinerung der Formel (6) in § 7. 

Netto, Combinatorik. 3 



34 



Capitel 1. § 19--§ 21. 



Setzen wir in (23) r = s = w, w = 2n, h — 2nq^ nnd beacliten 
(16), so entstellt 

(24) 



^{n,a)\=^{2n,nq\ 



a=0 



§ 20. Die Formel (22) des vorigen Paragraphen kann zur 
snccessiven Berechnung von (m, l)g, (m, 2\, (m, 3)j, . . . dienen. Man 
kann sie aber auch dazu benutzen, um eine independente Darstelltuig 
für (m, Jc)q in Gestalt einer Determinante herzuleiten. 

Setzen wir der Abkürzung halber für ein festes Je 

so liefert (22), wenn man für Tz der Reihe nach Ä, ä; — 1, Ä — 2, . . . 
setzt 

= Boo • (^ ; *)? + J^oi • (^ , Ä - 1\ + J?02 • (^ ; * - 2), + . . . 

+ JBo9- (»»;* — 2)3 

= J?io • (^; Ä;- 1), + ^11 . (m, Ä:-2)5 + ... 

+ ^i,j-i(w, Ä — 2)3 + B^q . (m, Ä-gr— 1), 



bis zu 

= -B*-i,o(wJ, 1), + ^*-i, 1 • (m, 0),. 

Fügt man noch die Identität 

l = (m,0), 

hinzu und eliminirt aus den so erhaltenen linearen Gleichungen alle 
(m, n)q mit Ausnahme von (m, Ä:)^, so erhält man 



(m,Ä),= fc^f* 


■Boi -^08 -^OJ • • • -^0« 

-B20^21--^»,f-2^S,f- 


. 

. 

-1 B»,« ■ 


.0 : 
.0 
..0 




...0 
...0 


. 
. 


. --B*— 2,1^*— »,s 

.Bi-i,o-Bt— 1,1 i 



(25) 



Wenden wir diese Formel auf den Fall g = 2 an, so erhalten wir 
als Besoltate: 



{m, 0\ = 1 

{m, 1), = Y 

{m, 2)j = Y • -T- 
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w (m — 1) w + 4 



(m, 3)2 = 



12 8 



.V w(w — 1) m*4-7w — 6 
/ KN w(w — l)(w — 2) m*4-13w + 12 



§ 21. Im achten Paragraphen, Formel (8)^haben wir die Anzahl 
der Variationen von n unter einander verschiedenen Elementen ge- 
fond^i. Wir gehen nun zunächst auf die Anzahl der Variationen 
mit unbeschränkter Wiederholung der Elemente ein und 
lösen die Frage: Wie viele Variationen ¥^^ Classe giebt es 
bei n von einander verschiedenen Elementen, wenn ein 
jedes derselben beliebig pft wiederholt werden kann? 
Offenbar reicht es aus, die Wiederholungsanzahl gleich Tc zu setzen. 
Statt 

F(*)[a*,a,S...a^] und F(*)(aJ, < . . . <) 

führen wir entsprechend der Bezeichnung bei den Combinationen 

^m^K,a2,...a^] und a>i*^(ai,a2,...a„.) = a>^*^ 
ein. 

Gehen wir nun zur Beantwortung unserer Frage, so sehen wir: 
es giebt m Variationen erster Classe, nämlich a^, Og, . . . «;„. Hängt 
man einer jeden wiederum jedes Element an, nämlich: 

Ctjdj, (Xfid^y . . . dx^m't ö^2^1? ^2^2; * • * ^2^»»5 • ♦ •? ßm^^xy (^m^^^y * * • ^m^^my 

dann entstehen w • w = w^ Complexionen, welche die Gesammtheit der 
Variationen zweiter Classe ausmachen. Dasselbe Princip der Anfügung 
aller n Elemente an jede schon vorhandene Complexion wird nun 
weiter benutzt und führt auf das allgemeine Resultat 



K 



(26) ^i*^ = m\ 



Es ist leicht*), die Anzahl aller Variationen mit un- 
beschränkter Wiederholung von m verschiedenen Elementen 
für mehrere auf einander folgende Classen zu bestimmen. Man 
hat zu diesem Zwecke nur eine Addition auszuführen; diese ergiebt 



/u + v-l 




2^(I,W = m^ + m''+' + . 


. + m'*+'-^ 


k=fi 




m — 1 





*) J. Bernoulli (1. c.) Cap. Vm. 
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§ 22. Wir können jetzt auch liier den in den §§ 9 und 14 
benutzten Kunstgriff verwenden, um neue Formeln abzuleiten, immlicli 
den einer neuen Anordnung der Gesammtheit der Variationen. Um 
^m^CLif 0^2? •• • ötm] ZU bilden, wählen wir zuerst auf alle möglichen, 
immlich auf ( ^ i ) Art^ii jß (^ — 1) der Elemente a« aus und 
bilden aus jedem Complexe a,^, a,-^, . . . a«,„_i alle Variationen 

F« [4, o* , . . . al_,] = *i*li [a„ . . . a,^_,] . 

Ihre Summe enthält, wenn h<,m ist, was wir annehmen wollen, aUe 
Variationen T^^*^[ai; • • • »J,] ^iiid zwar eine jede derselben, welche 
genau (m — 1) verschiedene Elemente enthält (was für Ä = m — 1 
wird eintreten können), gerade einmal; eine jede, welche genau 
(m — 2) verschiedene Elemente enthält, gerade zweimal, . . . eine jede, 
die aus genau (m — x) verschiedenen Elementen gebildet ist, gerade 
x-mal. 

Nun wählen wir weiter auf alle möglichen, nämlich auf ( ^9) 

Arten je (m — 2) der Elemente a« aus und bilden aus jedem dieser 
Complexe a/^, a^^, . . . a/^_2 ö^© Variationen 

Ihre Summe enthält aUe Variationen ¥^^ Classe, in welchen 
höchstens {m — 2) von einander verschiedene Elemente vorkommen. 
Wir woUen untersuchen, wie oft in dieser Summe diejenigen Varia- 
tionen vorkommen, in welche genau (m — x) von einander verschiedene 
Elemente eingehen. Die eintretenden Elemente können zu einem 
Complexe von (m — 2) Elementen auf so viele Arten ergänzt werden, 
als es möglich ist, aus den noch disponiblen x Elementen (x — 2) 

herauszuwählen, also auf (z) Arten. Gerade so oft kommen also 

die Variationen mit genau (m — x) von einander verschiedenen 
Elementen vor. 

In genau derselben Art verfahren wir mit (m — 3) Elementen u.s.f 

Dann bilden wir das Aggregat 



(0 (0 

+ (_iy-.2'F«[4,...at_,]+-, 



in welchem die Summen sich auf alle möglichen Verteilungen von 
%,...»« in (n — 1), (w — 2), ... (n — v) . . . Complexe beziehen. In 
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diesem Aggregate kommen alle Variationen, welche aus (m — x) von 
einander verschiedenen Elementen gebildet sind, gerade 

-mal vor. Das ist aber nach § 11 gleich 1. Folglich ist die Be- 
deutung des obigen Aggregates 

Geht man von den Variationen selbst zu den Anzahleli über, so ent- 
steht nach (26) aus jedem 

F<*> [al . . . al_;\ der Wert (m - vf; 
und wenn man berücksichtigt, dafs die Summe 

^V^''[al...al_:\ gerade ^m^ 

Summanden hat, so ergiebt sich die Schlufsformel*) 

(27) m^-(^fj(m-iy + (^ym-2y-...±(j_^y=0 (k<m). 

§ 23. Entsprechend der allgemeinen Aufgabe aus § 15 für die 
Combinationen ist die folgende: die Variationen ¥^^ Classe von 
n Elementen zu bilden, unter denen «^ Elemente gleich Oj, 
ferner a^ Elemente gleich a^ u. s. f., endlich am Elemente 
gleich Ofn sind. Wir benutzen die Bezeichnungen 

Fi*^ {a^\ a"2% . . . a» und FJ^^ K, at% . . . aM 

Sind die Elemente in der Klammer aufgeführt, dann kann' beim V 
der untere Index fortgelassen werden; dies soll der einfacheren Be- 
zeichnung halber im Folgenden geschehen. Wird äj> w, so ist Fi*^=0. 
Die Aufgabe wird als die der Variationen mit beschränkter 
Wiederholung bezeichnet. 

Man erkennt sofort, wenn man die Variationen nach ihrem 
Anfangs-Elemente ordnet, die Richtigkeit der Gleichung 

F« K, a^% . . . a>] = a, ■ F^*"^' [a^-^ at% . . . «>] 

+ a,.F^*-^^[ar^a3"•-^...(C•»] + ••• ' 
••• + a„- F(*-^>K, at% . . . a^-^; 

*) Die Formel findet sich bei S. F. Lacroix, Trait^ de calcul diffär. et 
int^gr., T. 3, p. 26. — Vgl. 'auch Picqnet, J. de M. sp^c. (3) 2. (1888) p. 150; 
172; 196. — Die Formel entspricht der (14) in § 14 abgeleiteten. — Siehe end- 
lich noch Cap. 8. 
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daraus entsteht durch den Uebergang von den Variationen seibat zu 
ihren Anzahlen die Recursionsformel 

m 

(28) F<*) (a?', a?, . . . «» =2'^'*"" («?'' • • • <' -^ • • • «^"•) • 

Offenbar ist, wenn die a nicht verschwinden 

(28a) F^'Kai%a?*,...a;:;-) = m; 

femer zerfallt, wenn ßi, ßzf - -- ßfi mindestens gleich 2 sind, die 
durch (28) aus 

F^'^(a„a2,...a.,6^&^,...ft2^) 

stammende Summe erstens in m Summanden, bei denen nur (m + [i — 1) 
Argumente vorhanden sind, zweitens in ft Summanden, bei denen 
alle (m + ft) Argumente bestehen bleiben. Wendet man nun auf 
jeden dieser Summanden (28 a) an, so ergiebt sich 

(28b) r^'^ («1, og, . . . am, bt hl% . . . ft^A.) = 

= m (m + fi — 1) + fi (m + ft) = (m + ft)* — m. — 

Sind «1, ctg, ... «m mindestens gleich Je, dann ersieht man sofort, 
da es auf die Bezeichnung der Elemente nicht ankommt, vermöge 
(28) in wiederholter Anwendung 

F^*) {aV, a?,... a» = m F^*"^' (a^-^ «?-^ . . . a>-') 

= . . . = m*, 

was mit (26) übereinstimmt. — 

Eine andere Anordnung der F^*) ist die folgende. Wir schreiben 
zuerst alle Variationen auf, die kein a^ enthalten. Ihre Anzahl be- 
trägt F^*^(a2*, . . . «m"*); dann soUen die kommen, welche ein einziges 
Element dj enthalten; da dieses % an äj Stellen jedes Complexes 
ohne «1 treten kann, so giebt es von solchen Variationen 



(?)F^*-«(a^...a>); 



jetzt nehmen wir diejenigen Variationen, welche zweimal das Element % 
enthalten; es sind das so viele, als zweimal dieses Element a^ in den 
F^*~^^ [aj*, . . . aS["*] untergebracht werden kann. Setzt man das 
erste a^ ou die q*^ Stelle eines F^*''*^[a?, . . . a^"»], dann giebt es 
für die Placirung des zweiten a^ noch Qc — q) Stellen. Da nun q 
von 1 bis Qc — 1) laufen kann, so haben wir zusammen 
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(Ä-l) + (*-2) + .--+l=(|); 



man erhält demnach für diese Variationen mit zwei % die Zahl 
(2) F^*-*' («?,...«». 

Für diejenigen Variationen, welche das Element a^ gerade drei- 
mal enthalten, ist zu fragen, wie oft a^ an drei Stellen in eine Com- 

plexion F^*~*^[a2*, . . . a^"*] untergebracht werden kann. Setzt man 
das erste vorkomm^ide a^ an die ^*® Stelle, dann giebt es fOr die 
Placinmg der beiden anderen noch (Je — 2 — q) Stellen und dem- 
nach gemäss dem eben erhaltenen Resultate ( 9 ^ ) Möglichkeiten. 

Q kann von 1 bis (Je — 2) laufen; durch Anwendung von (10) § 9 
folgt daher 

Ebenso findet man, für die Placirong von a Elementen % unter 
h andern^ / "*" ^ j Möglichkeiten. Daraus ergiebt sich 

(29) F^*^ (a?, a?, . . . a» ^^ (*) F^*""^^ (a?, a?, . . . a» . 

In dem besonderen Falle h = a^ -^^ a^'-] h «m giebt es natürlich 

keine Variation, welche % in niederer als der a^^^ Potenz enthalt. 
Hierfür wird also 

(29a) F<*) (at\ «?,... a» = Q ) F**-"') (a?, . . . a»; (£« = k). 

In dem besonderen Falle h = a^ + a^-] l-Om+l, eniMlt jede 

Variation , % entweder in der {a^ — l)*"" oder in der «1**" Potenz. 
Hierfür liefert also (29) 

(29b) r^''\a^, o?, . . . a^) = ( ^ j) F<*—+^'(a?, . . .) + 



<V'- 



Die letzten Formeln beweisen die Richtigkeit eines Schemas, 
welches J. Bernoulli (1. c.) angegeben hat, um F^*^(ai*, . . . a^*") aus 
allen F^*""^^ (o?, . . • a» herzustellen. 

Es wird nifeht nötiiig sein, die in Worten sehr umständliche 
Vorschrift herzusetzen, da ein Blick auf die Tafel genügt^ um zu 
sehen; dass sie lediglich eine Schematisirung der Formel (29) giebt. 
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Zn yariirende 


Classe der Variationen 


Elemente 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


O* 


1 


1 

1 


1 
2 
1 


1 
3 
3 
1 


1 
4 
6 
4 


5 
10 
10 


15 
20 


35 






o*6» 


1 


2 


4 


8 


15 


25 


35 


35 










1 


4 


12 


32 


75 


150 


245 


280 










1 


6 


24 


80 


225 


525 


980 


1260 


a^b^i^ 


1 


3 


9 


26 


71 


180 


410 


805 


1260 


1260 



In dieser Tafel beobachten wir 

F(6) (aS b") = F(') (aS b^) = 35, 

FW (aS 6^ c^ = FW (a*, 6», c^) = 1260. 

Es ist leicht; allgemein zu beweisen, dass für die beiden höchsten 

Glassen ,, i^ „ „ ti.\ ^ 

F<»-^) (a?, . . . a» = F(*> (a?', . . . cC«) (ifc = 27«) 

ist. In der That, hätte man schon erkannt 

T^^-'^-^^C«?, ... o^») = T^^-^'^Co?, ... a>), 
dann würde durch Benutzung von (29 b) und (29 a) folgen 

Da nun der Satz für m = 1 gilt, so ist er hierdurch vollständig 
bewiesen. 

§ 24. Durch die im § 16 benutzte, von Weiss*) herrührende 
Methode kann man zu neuen Formehi gelangen. Wir benutzen die- 
selben Bezeichnungen wie im § 16. Unter den Elementen, die zur 
i^ten Classe variirt werden soUen, mögen Ä« vorhanden sein, die 
a-mal vorkommen dürfen (a = m, m — 1, ... 1). Dabei ist dann 



-Qy'-''(<^> 



*) A. Weiss, Joum. f. Math. 34 (1. c). 
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Wir suchen zunächst wieder die Combinationen, bei denen r^ 
bezw. r^, ^3, . . . ^m Elemente entsprechend wirklich 1, 2, 3, . . . w-mal 
auftreten* Von diesen Combinationen gelangen wir zu den ent- 
sprechenden Variationen durch die Permutirung der 

n + 2^2 + 3r3 -j h mrm = m 

Elemente, unter denen r^ genau zweimal, r^ dreimal, u. s. w. vor- 
kommen. 

Jede der zugehörigen Combinationen liefert demnach 



(•2!)''»(3!)'*»...(m!)'*»n 

Variationen. Man erhält daher als Resultat (vgl. § 16) 






^ (2!)'-*(3!r....(m 

wo die Summe über alle Lösungen r der letzten Gleichung aus- 
zudehnen ist. 

Somit erhält man für 



m = 2 



w = 4 
m = 5 



»-8 (^) + 8(^)(''rO+w(|)l 

(*.) + ,(^)(Y)+6(^) + I2(^)(V)+«(*'> 

(^)+6(*.)(V)+loft)(V)+2»©(*'lO 
+ 80(|)(^-2) + 60(*=)('i-l) + 120(|). 

§ 25. Wir fragen jetzt, entsprechend den Untersuchungen aus 
§17: In wie vielen Complexionen aus: 0,l*^[ai, Og, . . . a,„] 
kommt irgend ein Element mindestens r(^ifc)-mal vor?*) 

Ist nicht vorgeschrieben, dass die r einander gleichen Elemente 
an unmittelbar auf einander folgenden Stellen erscheinen, dann giebt 

(30) m* -- FW (aJ-S apS . . . a;-i) 

die Lösung; denn offenbar ist dies die Anzahl derjenigen Variationen, 
welche zurückbleiben, falls man von allen m* möglichen der Ä*®^ Classe 

*) L. Öettinger (1. c.) § 13 bebandelt das Problem in etwas umständlicberer 
Weise. . . . 
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diejenigen fortstreidit, in denen die Elemente a höchstens (r— l)-nial 
auftreten. 

Ist dagegen Yorgeschrieben; dass die r einander gleichen Elemente 
unmittelbar hinter einander in der Variation erscheinen sollen^ nnd 
sind diese Stellen^ die mit den Indices g+1, 2 + 2, ...g + r ver- 
sehenen, dann hat man fOr die Variationen die Form 

^m [«1, «2; • • • »m] • ax -^^m ""^""''^[«1, «8, • • • «m], 

wobei >l = 1, 2, . . . m und g = 0, 1, . . . (Ä — r) sein kann. Folglich 
ist die gesuchte Anzahl 

k—r 



2"*. 



("m. *»-'-'> 



* — r 



9=0 

= V w« • m • m*-«-'- = (Ä — r + 1) m^-^+\ 

5 = 

Es ist ersichtlich, dass man solcher Aufgaben^ wie sie in den 
letzten Paragraphen behandelt worden sind, beliebig viele aufstellen 
kann. Wir wollen uns jedoch dem Verfahren J. Bernoulli's (L c.) 
anschliessen, der da sagt: „Da aber Fragen dieser Art in unbegrenzter 
Zahl gestellt werden können, so ziehe ich es vor, auf keine ein- 
zugehen, und für den Fall, dass einige solcher Fragen für spätere 
Untersuchungen wichtig werden, die Lösung derselben erst dann zu 
geben, statt jetzt durch solche specieUe Untersuchungen ein Unter- 
nehmen anzufangen, bei welchem ein Ende nicht abzusehen ist/^*) 

§ 26. Wir wenden uns jetzt zu Problemen, bei denen nicht 
wie bisher nur eine Reihe von Elementen gegeben ist, sondern bei 
denen zur Bildung der Combinationen mehrere Reihen von Ele- 
menten benutzt werden. 

Gesetzt, es liegen v Elementenreihen vor 

(hiy 0^12, . . . aim, 
021, «22, . , . a%n^, 



SO wollen wir Elemente mit gleichem zweiten Index, wie du, 021 oder 
«2a, (^va, ... als homologe Elemente bezeichnen. Wir stellen nun 
die Aufgabe: Es soll die Anzahl der Combinationen bestimmt 
werden, in welcher \ Elemente der ersten Reihe, Äg Elemente 
der zweiten Reihe, . , . kv Elemente der letzten Reihe ein- 



*) üebersetzung v. R. Hanssner Bd. I, p. 132, 138, 
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gehen^ ohne dass aber homologe Elemente in einer Com- 
plexion vorkommen.'*') Als Bezeichnung für diese Anzahl benutzen 
wir das Symbol 

C^^''^""^'\an, . . . Ol«,; 021, . . . (hn^] . . •; a^i, • . . a^^) 
und als Bezeichnung für den Complex der Combinationen selber 
(if(*x,*.,-..*^) [-^^^ ^ ^^^. oji, . . . a^n^', . . .; a^i, . . . a^J. 

Da bei diesen Problemen die Anordnung der Reihen gleichgültig ist, 
so können wir voraussetzen, 

% ^ ^2 ^ Wg ^ . . . ^ Wy. 

Die a mit demselben ersten Index sollen von einander verschieden sein. 
Für die Auswahl von \ Elementen der ersten Reihe hat man 

(^A I Möglichkeiten. Ist die Wahl getroffen, so sind dadurch \ Indices 

der zweiten Reihe ausgeschaltet; denn es dürfen ja keine homologen 
Elemente auftreten. Es stehen deshalb nur noch (n^ — \) Elemente 

zur Wahl. Dies giebt (^T*^) Möglichkeiten für die Wahl der 

zweiten Äg Elemente. * Von der dritten Reihe bleiben jetzt nur noch 
(wg — ^1 — Äg) zur Wahl übrig, nämlich diejenigen, deren zweiter 
Index mit keinem der aus den beiden ersten Reihen gewählten Ele- 
mente übereinstimmt. öo geht es fort, und man erhält als gesuchte 

/nA (n^ — W /Mg '-lh'-K\..,hv — K-i W 

.UJV h )\ K ) \ h )' 

Will man die Anzahl der zugehörigen Variationen haben, so ist 
nur noch der Factor (iti + Äg H h h)^ dem Producte hinzuzufügen. 

§ 27, Als Beispiel für dieses Resultat wollen wir die folgende 
Aufgabe behandeln**): Es soll die Anzahl der sechsstelligen 
Zahlen des Decimalsystems bestimmt werden, in denen drei 
und nur drei verschiedene Ziffern vorkommen. 

Zunächst behandeln wir die Zahlen, die keine Nullen enthalten. 

In den Festsetzungen des vorigen Paragraphen haben wir 

aal = 1", aai = 2«, ... aa9 = 9« (a = 1, 2, 8, . . .v) 

gesetzt. Dann giebt ,j: ^ . 

C *» "•" (an, . . . «yi, . . .) 

an, wie viele Combinationen von \ ersten Potenzen, ifcg zweiten 
Potenzen, . . . der Ziffern 1, 2, ... 9 möglich sind, so dass eine Ziffer 

*) Dieses Problem scheint zuerst in dem „Lehrbuche der Combinationslehre 
und der Arithmetik" von L. J. Fischer und K Ch. Fr. Krause (Dresden 1812; 
Bd. I, p. 65) aufgeworfen zu sein. — Die Behandlung in Oettingers „Lehre 
von den Combinationen" (Freiburg 1837) § 31 — 37 ist unrichtig, 
**) Oettinger, Arch.f.M. 16 (1860) p,305, § 16. 
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höchstens einmal erscheint. Fasst man die Potenzexponenten als 
Ordnungszahlen für das Vorkommen der Ziffern auf, so erhalt man 
die Zahl aller Variationen durch die Formel 

(1 0*^(2!)*^... ^ ' "^^ / 

Legt man nun den k die beiden aus dem Problem folgenden Beding- 
ungen auf, einmal, dass ihre Summe gleich drei, und femer, dass 

1 . ifci + 2ij + Sifca + • • • = 6 
sein soll, dann liefert 

^ (1!)*'(2!)**... ^ ' ' ^ 

^ (l!)*.(2!)*^... \\)\ \ )\ \ )••• 

die Anzahl aller derjenigen, nnr 3 Ziffern enthaltenden sechsstelligen 
Zahlen, in denen keine Null vorkommt. 
Man hat för 

*^ = ^'^* = 1 ^1^(2)0 =^560 

*, = l,Ä^-l,fe,=l TT|f3T(?)(i)(;) =30240 

*> = 3 ^tItT.® = 7560. 

Es giebt solcher Zahlen also 7560 + 7560 + 30240 = 45360. 

Die Zahlen, in denen Nullen auftreten, müssen anders behandelt 
werden, weil die Null nicht an die erste Stelle treten kann. Ist 
z. B. fti = 2, A4 = 1 vorgeschrieben, und gehört die zu einer der 
beiden einfach vorkommenden Ziffern, dann berechnen wir zuerst die 

r9\/8 



lÄT«)®-»«« 



Möglichkeiten for fünfstellige Zahlen aus zwei der Ziffern 1,2,... 9; 
bei jeder dieser schieben wir die Null an die zweite, dritte, — sechste 
Stelle und haben also 360 • 5 = 1800 derartige Zahlen. 

Ist dagegen die die eine vierfach vorkommende Ziffer, dana 
stellen wir zuerst die 



st /9\_ 



12 



Möglichkeiten für die zweistelligen ans zwei der Ziffern 1, 2, . 
gebildeten Zahlen auf. . 
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In einer jeden scliieben wir die 4 Nullen an allen erlaubten 
Stellen ein; es giebt das nach § 15, S. 25 gerade (yj . Also erhält man 

zusammen 72 • 5 = 360 solcher Zahlen. 

Behandelt man in der gleichen Weise den Fall \ = X, \=lf 
^3=1, und nimmt der Reihe nach die Null als einfach, als zweifach 
und als dreifach vorkommende Ziffer, so giebt dies 



2i 



V (?)©•© -3»». 



(?)(?). (0 = 2160. 



11 3! 
3! 



1! 2! 



Für ^2 = 3 muss die Null eins der zweifach vorkommenden 
Elemente sein. Man erhält 



^©•©-^leo. 



Es giebt daher im Decimalsystem insgesammt 58320 sechsstellige 
Zahlen, deren jede aus genau drei Ziffern zusammengesetzt ist. — 

Die im vorigen Paragraphen gestellten Probleme lassen sich nun 
nach der Richtung hin erweitem, dass man in jede einzelne Elementen- 
reihe auch gleiche Elemente eintreten lässt. Auf diese Fragestellung 
wollen wir nicht näher eingehen. Wir verweisen auf die Unter- 
suchungen von Oettinger*) und von v. Ettingshausen**), in 
denen alles Wissenswerthe über diesen nebensächlichen Gegenstand 
beigebracht ist. 

*) Die Lehre von den Combinationen, Freiburg (1837) V. § 31. 
*^ Die combinatoriscbe Analysis. Wien (1826) § 49 ff. 
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Capitel 2. 



Der binomische nnd der polynomische Satz. 

§ 28. Wir können die C^^ in eine Tafel von folgender Gestalt 
einordnen. 



1 = 


= 1 2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


12 


w = l 


1 
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1 5 


10 


10 
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1 
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1 6 


15 


20 


15 


6 


1 

















8 


1 7 


21 


35 


35 


21 


7 


1 














9 


1 8 


28 


56 


70 


56 


28 


8 


1 











10 


1 9 


36 


84 126 


126 


84 


36 


9 


1 








11 


1 10 


45 


120 210 252 210 


120 


45 


10 


1 





12 


1 11 


55 165 330 462 462 330 165 


55 


11 


1 



Denkt man sich die Nullen rechts von der Diagonale unter- 
drückt, dann bilden die übrig bleibenden Zahlen ein Dreieck, welches 
den Namen des arithmetischen Dreiecks oder des Pascalschen 
Dreiecks erhalten hat*) 

Die in dieses Dreieck eingehenden Binomialcoefficienten wurden 
früher noch von einem anderen Gesichtspunkte aus betrachtet und 
als figurirte Zahlen bezeichnet. Die figurirten Zahlen erster 
Ordnung sind 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,..., 

so dass die w*® gleich n selbst wird. Die figurirten Zahlen zweiter 

Ordnung sind 

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28,..., 

*) Znerst findet sich eine solche Znsammenstelliing wohl bei M. Stifel, 
Arithm. integr. Norimb. (1544) p. 44. Erst später hat sie Bl. Pascal angegeben, 
Trait^ du triangle arithm^tiqne. Paris (1666) posth. 
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so dass die w*® gleich (*^ 9 ) wird. In dieser Art geht es weiter, 

derart, dass die von verschiedenen Zahlen der Qc + 1)*®^ Spalte die 
figurirten Zahlen Ä*®' Ordnung geben. Bezeichnen wir die w*® figurirte 
Zahl Tc^ Ordnung mit FJt\ so wird 

Häufig wurde die Zahl JP'i*^ als Dreieckszahl, Dreieck, Triangonal- 
zahl von n bezeichnet; Fn^^ als Pyramidalzahl, Pyramide, 
Tetraedralzahl von w; JP'i*^ nennt Fermat Triangulo-Triangonal- 
Zahl. Diese unbequeme Bezeichnui^sart ist fast ^inzlich verlassen 
worden. 

Das arithmetische Dreieck stand seiner „wunderbaren Eigen- 
schaften^' halber in grossem Ansehen. In ihm liegen „vorzügHche 
Geheimnisse der ganzen Mathematik verborgen"*). Die Entdeckung 
und der Beweis derselben konnte Schwierigkeiten bereiten, so lange 
man die Herstellung der Tafel auf ein additives Verfahren gründete. 
Dies bestand darin, dass jedes Glied einer Spalte gleich der Summe 
derjenigen Glieder der vorhergehenden Spalte gesetzt wird, welche zu 
den höheren Zeilen gehören. So ist die 66 aus der vierten Spalte 
gleich der Summe 1+3 + 6 + 10 + 16 + 21 der Glieder aus der 
dritten, und die 56 der sechsten Spalte =1 + 5 + 15 + 36. Es 
kommt dies offenbar damit überein, dass das Glied der ifc*®*^ Spalte 
und der A*®^ Zeile gleich der Summe der Glieder der (l — l)^"" Zeile 
gesetzt wird, welche der Ä*®"^ und der {k — 1)*®"^ Spalte angehören. 

Sobald wir aber das Glied der ¥^^ Spalte und der X*®^ Zeile gleich 



ilzl) 



nehmen, ergeben sich die Eigenschaften des Dreiecks sowie ihre 
Beweise ohne Mühe. 

Es reicht aus, einige wenige anzugeben und zu behandeln: Die 
Summe einer beliebigen Anzahl von Gliedern einer Spalte, 
angefangen mit den zugehörigen Nullen, verhält sich zur 
Summe ebenso vieler, dem letzten unter ihnen gleichen. 
Glieder wie 1 zur Ordnungszahl der Spalte. (Bernoulli, L c.) 
Die Spalte sei die (Je + 1)*®; die Zeile, bei der man aufhört, die (A + 1)*®. 
Dann ist die Summe der (Z + 1) Glieder 



*) J. Bernoulli, Ars coDJectandi I; 2 Cap. 3. 
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Dies ist nach § 9, (10) 






und damit ist der Satz bewiesen. 

Multiplicirt man eine Zahl der zweiten Spalte mit der 
darunter stehenden, so entsteht das Doppelte der Dreiecks- 
zahl der ersten; multiplicirt man eine Zahl der zweiten 
Spalte mit der Dreieckszahl der zunächst höheren, so ent- 
steht das Dreifache der Pyramidalzahl der ersten; u, s. f. 
Fermat*) erklärt diesen Satz für den schönsten und allgemeinsten 
der Zahlenlehre. In Formeln ausgedrückt, sagt er aus 

und aUgemein ^^^,^^ _ ^^ _^ ^^ ^^(,+,) 

Dies wird aber sofort klar durch die Identität 



„(» + »). (. + !).(»+*). 



§ 29. Wir wollen im Anschluss an die Bezeichnungen des 
vorigen Paragraphen noch einiger anderer, früher üblicher Namen 
Erwähnung thun. 

Die Polygonalzahlen gehen von den Dreieckszahlen aus und 
schliessen an diese die Vierecks-, Fünfecks-, Sechsecks-Zahlen 
u. s. f. an. Die jo-Ecks-Zahlen werden dadurch definirt, dass die 
w*® unter ihnen gleich 

(!J) + ip-2){^) = l«[(^-2)n-(i,-4)] 

gesetzt, wird. Danach sind die »** Dreiecks-, Vierecks-, Fünfecks- 
Zahl,... ^ , ,, 

\ 2 )' *"' 2 '••• 

Die Pyramidalzahlen im weiteren Sinne gehen von den 
Pyramidalzahlen aus, wie sie oben definirt worden sind. Als jo-seitige 
Pyramidalzahlen definiren wir die Grösse 

© + (i>-2)© = |(«)[(i>-2)»-(2i,-7)]. 

Danach wird die Zahl w*®' Ordnung der 3-, 4-, 5-seitigen Pyramidal- 
zahlen, ... 

In gleicher Weise fahr man in den Definitionen fort. 
*) OEuvres, Paris (1891); I, p. 341. 
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Die Entstehung der Polygonalzahlen laset sich übersichtlich ans 
der folgenden Tabelle erkennen: 



1 
2 
3 

4 



Arithmetische Reihen 



1, 2, 3, ...n 
1, 3, 5, ...2»-l 
1, 4, 7, ...Sn-2 

1, 5, 9, ...4w-3 
l,a+l,2a+l,...na—a+l 



Polygonalzahlen =° Snnune anf 
einander folgender Glieder. 



1, 


3, 


6, 


10, 


1, 


4, 


9, 


16, 


1, 


5, 


12, 


22, 


1, 


6, 


15, 


28, 



2 

n(8n-l) 
2 

n(4n-2) 



l,a+2,3a+3,6a+4,...^^^a+w 



In ähnlicher Weise finden wir für die PyramidalzaMen in weiterem 
Sinne 



h- 



Reihe der Polygonakahlen 



Pyramidalzahlen «= Smniue anf einander 
folgender Glieder. 



1, 3, 

1, 4, 

1, 5, 

1, 6, 



6, 

9, 

12, 

15, 



n(n+l) 
2 

w (8n — 1) 

2 
w(4n — 2) 



■Ij 


4, 10, 


20, . 


••|(**f)(-+2) 


-'•> 


5, 14, 


30, • 


•i(**f)(2»+l) 


■'■> 


6, 18, 


40, • 


•4Cf)(3«) 


•'■> 


7, 22, 


50, • 


4Cf)(4-i) 


1>< 


){+3,4«+6,10a+10,- 


.i(«f)(«»-«+3) 



^21,a+2,3a+3,...^?^a+n 



Dabei entsteht jede Zahl der rechten Abtheilung aus den Zahlen der 
gleichen Linie der linken Abtheilung durch Summation der ersten 
Glieder, also z. B. für die Pyramidalzahlen der sechsten Ordnung 

1 = 1, 1 + 6 = 7, 1 + 6 + 15 = 22, 1 + 6 + 15 + 28 = 50, . . . 

§ 80. Wir können die Tabelle des § 28 noch nach anderer 
Richtung hin verwerthen. Wir wollen versuchen, das Binom (1 + ni) 
in die n*® Potenz zu erheben und setzen mit noch unbestimmten 
Coefficienten die Form an 

(l+gy == 1 + d«? + Cgiß?* rf Cs^' + • • • + Ct^ + • • • + c„^. 

Netto, Gombin*torik. ^ 
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Es sind in ihr die Cib zu bestimmen. Wir denken uns (1 + eY ans 
dem Producte 

dadurch entstanden, dass z^ = e^='"=^Zn=^z gesetzt worden ist. 
Dami gehen alle diejenigen Glieder des ansgefOhrten zweiten Prodnctes 
in z* über, die aus x der Elemente z^jZ^,...Zn als Factoren be- 
stehen. Die Anzahl dieser Glieder ist so gross, als die Gombinations- 

anzahl für n Elemente zur x*«'' Classe ist, d. h. (^y Folglich wird 

Diese Gleichung ist als der binomische Satz bekannt. Wegen 
ihres Auftretens in dieser Formel haben die j ^ j den Namen der 

Binominalcoefficienten erhalten* 

Wir können denselben Satz auch sehr einfach durch strenge 
Induction nachweisen. Gesetzt, (1) wäre für ein bestimmtes n als 
richtig nachgewiesen, dann würde folgen 

(i+,).+._(i+,)^i+(ij),+Q,.+. ..+(«),+...+(»),] 

.i+[x+(»)],+[(j)+(»)]..+...+[(,«i)+(:)]^... 

Dies ist nach früheren Formeln [§ 7; (5 a)] 

und deshalb gilt (1) auch für den Exponenten (» + !)• Da es nun 
für w = 1, 2, 3 richtig ist, so gilt (1) allgemein. 

Die Formel (1) des binomischen Satzes wurde von H. Briggs*) 
aufgestellt; sie findet sich dann weitet bei J. Newton**) und wird 
nach ihm häufig als Newton'sche Formel citirt. 

§ 31. Die Formel (1) regt dazu an, eine weitere Gültigkeit 
der Definition von (^ j zu betrachten, um mit ihrer Hülfe den Be- 
reich des Potenzirens eines Binoms umfangreicher zu gestalten. Die 
rein formale Ausdehnung bietet keine Schwierigkeiten dar; man 
kommt auf unendliche Reihen von bekanntem Bildungsgesetze. Damit 
ist aber noch nicht Alles gethan; es handelt sich dann weiter darum, 
eine Entscheidung über die Convergenz dieser unendlichen Reihen 

*) Arithinetica logarithmica. London (1620). 
**) Briefe an Oldenburg (1676) IS.Jnni n* 24. October. 
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herbeizuführen. Diese Aufgabe fallt jedoch aus dem Bahmen der 
Combinatorik heraus; sie ist rein analytischer Natur, und wir werden 
ihr deshalb nicht imher treten. 

Die Definition, wie wir sie zu Grunde gelegt haben, 



©- 



^ n(n-l)(n-2)...(n-Ä; + l) 
123...* 



behalt einen Sinn für beliebige Grössen w, seien sie nun rational 
oder irrational, positiv oder negativ; dagegen fordert die Form der 
rechten Seite, dass Tc eine positive ganze Zahl sei. Auf die mit 
Hülfe der Euler'schen Integrale mögliche Erweiterung hinsichtlich 
der & in dieser Richtung können wir hier nicht eingehen, da sie 
gleichfalls nicht dem Bereiche der Combinatorik angehört. 



Die über f?? j bewiesenen Relationen, wie 

(")+G^)=("r)' 

'^ (m\ ( n \ ^ /^m + n\ 



gelten auch unter der erweiterten Definition, selbst wenn bei ihren 
Beweisen die Gkmzzahligkeit der Zähler m, n vorausgesetzt worden 
war. Wir wollen dies an der zweiten der Formeln zeigen. Statt m 
fähren wir eine beliebige Variable x ein; dann hat die Gleichung 
i*«^ Grades in x 

unendhch viele Wurzeln x, nämlich jede ganze positive Zahl. Folg- 
Kch gilt die Gleichung identisch für x, d. h. x kann auch gebrochen, 
irrational, negativ u. s. f. werden. Weiter führt man dann denselben 
Schloss für n durch, immer darauf gestützt, dass eine Gleichung 
identisch befriedigt ist, wenn sie mehr Wurzeln besitzt, als ihr Grad 
angiebt. 

So entsteht z. B. aus (6) § 7, wenn man r in (— r ■— 1) um- 
wandelt, 

Hiemach gilt insbesondere der zweite obige Beweis für den 
binomischen Lehrsatz buchstäblich auch jetzt unter den erweiterten 
Voraussetzungen; freilich ist die Frage nach der Convergenz dabei 
nicht erledigt. Es ist nur eine Reduction des Exponenten durchgeführt. 
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Für negative Werthe von n finden wir, da 

(-i")-G). (rhCV)- (rh-cv)-- 

ist; die Formel 

bei der die rechte Seite niemals abbricht. 

§ 32. Abel^) hat folgende Erweiterung des binomischen Satzes 
gegeben. Es seien a und ß zwei beliebige Grössen, dann ist 

(3) (;er + «)•» = ^ + (J) a(0 + ßy-^ + g) a (« - 2/J)(^ + 2^)«-^ 

Wir führen, wie Abel, den Beweis durch strenge Induction, ver- 
meiden dagegen die Benutzung der Integrabechnung, von welcher 
Abel Gebrauch macht. Wir setzen 

(is+ay+^=^ig»+^+A^(is+ßY+A^{0+2ßy-^+ . . . +M^+nßy+^n-[.i 

und suchen die A zu bestimmen; dabei machen wir die Annahme, 
dass (3) für die Exponenten 1, 2, 3, ... n als gültig bereits erkannt 
ist. Entwickelt man die Potenzen links und rechts in der letzten 
Gleichung nach dem binomischen Lehrsatze, so entsteht die Beihe 
von linearen Gleichungen 



Die rechten Seiten dieser Gleichungen gestalten wir mit Hülfe von 
(3) um, indem wir 0=^0 setzen. Dies ist bei der (n + 1)*®" Gleichung 

*) JoTim.:^M*l (1826) p. 159 «Werke (Sylow) I, p.l02. 
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unseres Systems natürlich nicht mehr möglich, da (3) in diesem Falle 
noch nicht bewiesen ist. Man erhält ftlr die rechten Seiten der 
Gleichmigen des letzten Systems mit Ausnahme der Schlussgleichimg 

(«tl)[g).^ + «(.-2«], 

("f ) [(J) «/)'+ g)«(«-2«C2«'+ (f )«(«-a«'(8«+.Ca-4«»] , 
Hieraus ergiebt sich zuerst als Resultat 

Setzen jv^ir dies in die zweite Gleichung des Systems ein, so stimmen 
die beiden ersten Glieder links und rechts überein; folglich wird sich 
weiter ergeben 

^ = (**^^)«(«-2^). 

Setzen wir die erhaltenen Werthe von -4i, ^ in die dritte Gleichung 
des Systems ein, so stimmen die beiden ersten Paare der Glieder 
links und rechts überein; folglich wird 

a.s.f. bis zu A^,. Es gilt also neben (3) auch 

(^*) / I i\ 

+ ••• + (" I ^) « (a - nßY-'{0 + nßy+ ^+i, 

wobei Än^i eine noch zu bestimmende Constante ist, d. h. eine von z 
imabhängige Grösse. 

Diese Bestimmung macht Abel in folgender Weise. Er trägt 
in (3) und (3a) ein = — '(w + l)/?. Dadurch entsteht aus diesen 
beiden Gleichungen bezw. 

~^^^«(«-3/J)(n-2)-^/Jn-8^...}. 
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(a-[^+l]^)i.+ l = (-l)n+lj(^+l)nH-l^n+l_ /W+l\^^n^„ 

Multiplicirt man die erste dei' beiden Gleichungen mit ß(n + 1) und 
addirt sie zur zweiten^ so entsteht das gewünschte Resultat 

A+i=(«-[n + l]^)'«.(n+l)iJ + (a-[n+l]/J)»+^ 
-»a(«-[n + l]/3)». 

Hierdurch ist (3 a) yervoUsiSiidigt und dabei genau auf die Form (3) 
gebracht. Da (3) nun für n = und 1 gilt; so ist der allgemeine 
Beweis geliefert 

Für /3 = geht (3) in den binomischen Lehrsatz über. 

Für a = — a; entsteht, nachdem durch gehoben worden ist, 

§ 33. Die Abel'sche Formel ist nochmals erweitert worden. 
A. V. Burg*) hat die Anfangsglieder der Entwickelung, um welche 
es sich haiidelt, berechnet und daraus einen Schluss auf das in den 
weiteren Gliedern zum Ausdruck kommende Gesetz gezogen. Seine 
Form ist wenig übersichtlich. 

A. Gayley ist seinerseits auf dieselbe Formel in etwas ab- 
weichender Gestalt gekommen**) und hat sie in höchst eleganter 
Weise dargestellt, ohne sie jedoch zu beweisen. 

Wir wollen sie hier reproduciren. 

Cayley bezeichnet in seiner Arbeit mit {ai + a^ + a^-\ h a«}" 

das Aggregat aller derjenigen Glieder est. al^a'^a!^ • . . a«" der Ent- 
wickelung von (0^ + Oj + aj + • • • + a«)"*, für welche 

x^+x^ + x^-] hxn^m — l, 

^8 + «4+ hxn ^ m— 2, 

«4H \'Xn^ m—S, 



Xn ^ m'-n'\- 1 
ist. Dann hat man die v. Burg'ßche Formel in der Gestalt 



*) JoTim.f.Matlul (1826) p. 367. 
**) Phil. Mag. 6 (1853) p. 186 = Papers 2 p. 102. 
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^'• = (^ + 0,)-- (l)[a,}'(^ + a, + a,T-'' 

+ (2){«l + «2}*(^ + «l + «B + «8r"' 

(^) - (^)[a^ + (h + ^T(^ + (^i + ('t + (h + <^AT'' 
+ • • • 

± (^){«l + «2 + Öt8+ •••+««)" 

Um sie zu beweisen^ verfaliren wir zimächst genau so, wie bei 
der Aberscheu Formel des vorigen Paragraphen. Wir nehmen an, 
die Bildung (4) gelte för alle Werte des Exponenten n von 1,2,... 
bis zu einem festen n und leiten daraus dieselbe Bildung für (n + 1) 
her. Wir setzen 

/"*■'- C^ + air"*"' - ^iC^ + Oi + o,)" + ^,(;er + ai + 08 + 03)"-' 
— -43(^ + 01 + 02 + 03 + 04)""^ H ± ^„+1. 

Losen wir rechts auf, dann entsteht die Reihe der linearen Gleichungen 
(«+l)a.-A -0 

- ("7^)(ai+a,+08+«4)A + A = 
Die erste dieser QleichTmgeii liefert 

Biemach wird die zweite Gleichung 

("|^)«f-(I)('*j^){«.}K + «,)+A-o, 
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Vergleicht man dies mit der aus (4) bei 0=^0, n^ 2 hervorgehenden 
Beziehung 

so folgt 



^»-(**t^){«l+«,r 



In dieser Weise geht man fort und findet ohne Weiteres die Resultate 
für Ä^, A^, A^y . . . -4„ in der Gestalt 

(«) ^*=(''+^){ai + a, + ... + «*}* (Ä = l,2,...n). 

Genau wie im Torigen Paragraphen handelt es sich nun noch 
um die Bestimmung der Gonstante ^n+i; ^ ^* ^^^^ ^^^ Nachweis, 
dass (a) auch für A; = n + 1 gilt. Diese Frc^e können wir (wenn n 
statt n + 1 geschrieben wird) darauf reduciren, die Richtigkeit von 

(4a) ±^w^{e»i + a, + . .. + ««-!}"-' (ai + a, + a8+...+ an-i+a„) 

T { «1 + «55 H han-i+anf 

zu beweisen. Zu diesem Zwecke leiten wir zunächst eine Formel für 

{ai + a^ + '" + aqY 
her. Es ist 

(«1 + «2 H ^- «3-1 + (^q)' = (»1 +«2 +•• •+ «g-l)' 

will man von den runden zu den geschweiften Klammem übergehen, 
so sind alle Glieder est. »i^a^ . . . a*£7^a*^ zu tilgen, welche den 
Bedingungen 

^ + ^8 H h x^ ^ ^ — 1 



oiq ^t — q + 1 
nicht entsprechen. 

Es sind also jedenfalls alle Summanden rechts zu tilgen, welche 

a'f'^^ a'g'''^^ ... . enthalten. 
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Ist Xq = 0, SO stimmen die Glieder von {ai +•••+ ctg— j + dq^i] 
mit denen aus {oi H h c^j— i + dqY überein, welche aq nicht enthalten. 

Ist femer Xq «= 1, so wird 

^2 + ^8 H 1- ^-1 ^ ^ — 2 

X3 + ...+X3_2^^-3 



so dass alle und nur die Glieder von (^ j^^föti + Ö2H ha^— i}'*"^ 

zu denen von {a^ + a2-\ h^g}' gehören, welche aq in der ersten 

Potenz enthalten. So geht es weiter für Xj == 2, 3, . . . ^ — g + 1, und 
man kommt zu der Becursionsformel 

{ «1 -f Oa H h a« -1 + »9 } ' = { ö^i + «2 H h a« -i } ' 

Diese Formel (/3) wenden wir nun bei 2 ■= w, ^ = n auf (4a) an 

Dadurch fällt, wie man sieht, a» ganz aus (4a) hinaus. Wir brauchen 
demnach (4a) nur unter der Voraussetzung a„ = zu beweisen. 

"W^ir nehmen an, es hätten sich für a«— i, . . . Uq^i ahnliche Ver- 
hältnisse in (4a) herausgestellt, d. h. auch diese Grössen höben sich 
aus (4:a) heraus; dann behaupten wir, gelten sie auch für aq. 

"Wir setzen also in (4a) ein a« = 0, a„_i == 0, . . . a^-fi = und 
betracliten die Glieder, in denen noch aq vorkommt. Das sind 

Auf jede der geschweiften Klammem wenden wir jetzt die 
Formel (ß) an und entwickeln ausserdem jedes (o^ + • • • + a^)'* nach 
dem binomischen Satze nach Potenzen von aq. Dann wird der 
Coefficient von 

folgender werden: 
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(i)(i)fcö-et')G:.)(::ti)+ef)(m)(::=iii)-' 

oder da 

\X + a) ' (x-A- J ^ (xj * \X + a) 

Wir nehmen nun aus § 7 die Formel (6) in der Form 

(o)(w-Ä)"^(T)(n-Ä + l)"^(2)U--Ä + 2) ^{ k ) 

und setzen in ihr 

und also n — lc=^ X] dann entsteht 

a)-ct')G;i)+cr)(4.)-=c;i70-» 

ausgenommen für x = A = 0; folglich wird (y) stets, sobald A =4= ist, 
verschwinden, und also ist (4 a) auch von aq unabhängig. Für 
a^=^a^mm ...^0 ist aber (4a) selbstverständlich. Daher ist die 
V. Burg-Cayley'sche Formel (4) allgemein bewiesen. 

§ 34. Nach einer ganz anderen Seite geht diejenige Erweiterung 
des binomischen Satzes, zu welcher wir uns jetzt wenden. Es handelt 
sich bei ihr um die Potenzirung eines Polynoms, und deswegen heisst 
der Satz, zu welchem man dabei geführt wird, der polynomische 
Satz.*) 

Das Polynom kann dabei in zwei wesentlich von einander ver- 
schiedenen Formen auftreten, nämlich als 

c^i + Oj + o^ + • • • + a„ oder als a^ + «i^ + «b^* H h ötn^er**. 

Im ersten Falle heisst die Aufgabe, die Ä*® Potenz der Summe in 
der Form 



*) Leibniz erwähnt den Satz in einem Briefe an Joh. Bernoalli 1696, 

Mai -z (Commerc epist. I, p. 47) als „mirabüem regnlam^^, die er gefanden 

habe. Bernoulli leitet anf diese Anregung hin den Satz ab. — Die zweite 
Form des Satzes tritt zuerst in Jakob Bernoaüli, Op. ü, p« 993 anf. Er 
wnrde durch eine Abhandlung von Moivre darauf geführt, die sich Philos. 
Transact. (1697) p. 619 findet 
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Zcxai^a^ . . . a^ 

zu entwickeln, während im zweiten Falle die Entwickelung in der 
Form 

gefordert wird. 

Wir wenden uns zur Behandlung der ersten Aufgabe 

(«) ((h + <h + (h + ' - + ^nY =^^cxal'(h*a^ ^ . , ai^. 

Dabei ist es klar, dass die Bedingung 

(ß) X,+ X^ + X^+''' + Xn = h 

charakteristisch für das Auftreten eines Gliedes al^a^ ... a^*» in (a) 
ist, und dass die Gonstante Cx angiebt, auf wie vielerlei Arten bei 
der Durchmultiplicirung der Je Factoren (o^ + o^ + Oj + • • • + a„) jenes 
Ghed entstehen kann. Dies ist leicht zu bestimmen. Wir wählen 
ans den h Factoren beliebige X^ aus, denen wir den ersten Summanden a^ 
entnehmen; aus den übrigen (k — Aj) Factoren greifen wir X^ heraus, 
denen wir den zweiten Summanden a^ entnehmen, u. s. f. Jede dieser 
Anordnungen und nur eine solche liefert dann aj»a§* . . . Die Wahl 
kami daher auf soviel Arten geschehen, als 

/Ä\/Ä-AA /Jc^X^-X^ Xn^i\ ^'' 

angiebt. Demnach wird 

(5) (a, + a, + a3 + -- + a0*=^ ^,;^^,^\ ;^^, a!V2^..a^. 

Die unter die Formel geschriebene Bedingung soll andeuten, dass 
die Summe sich über alle Lösungen A^, ^2, . . . An der letzten Gleichung 
erstreckt, in denen die A gleich Null oder gleich ganzen positiven 
Zahlen sind. 

So wird z. B. 



(«1 + «2 + «8 + • • • )* = ö^i + ö^t + »8 + 



+ 2rrfT! ^^1^^ + ^?^2öt4 + «!»8»4 + • • •) 

+ 41 (a^a^aga^ + •••)• . 
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§ 86. Wir gehen jetzt zur Entwickelung von 

(cLq + a^e + a^z^ H f- a«^'*)* = V Axz^ 

über. Ax ist das Aggregat einer Reihe von Summanden der Form 
bei denen die Exponenten den beiden Bedingungen 

3^0 + ^1 + ^2 + 1- JC« =- Ä, 

W . xo + 1 JCi + 2xsj + ••• + wx« « Z 

genügen. Der Wert von Cx wird durch 

Ä;! 



Cx = 



K^ ! jti 1 X, I . . . x^ I 



bestimmt. Auf die mit der Lösung der beiden Gleichungen (a) zu- 
sammenhängenden Fragen werden wir in einem späteren Capitel ein- 
zugehen haben, welches sich ausführlich mit der „Theilung der 
Zahlen^' beschäftigt. 

§ 36. Im Anschluss an 

K + »2 + «8 + f- Ö^it)* 

hat Ch. J. Brianchon*) die Frage gestellt und gelöst, wie viel 
Glieder überhaupt bei der Entwickelung der Potenz auftreten, und 
wie viele unter einander verschiedene Glieder darunter vorkämen. 

Die erste Frage erledigt sich sofort dadurch, dass jedes Ghed 
= 1 wird, wenn a^« a2 = -*- = an=l gesetzt werden, so dass die 
Anzahl aller möglichen Glieder gleich w* heraustritt. 

Die zweite Frage, welche Brianchon überaus umständlich ab- 
handelt**), erledigt sich sofort durch die Bemerkung, dass alle 
GUeder der rechten Seite von (5) als alle Combinationen W^^ Glasse 
von n Elementen mit unbeschränkter Wiederholung aufgefasst werden 
können. Die gesuchte Anzahl ist folglich 



j-W^^w-f Ä — 1\ 



An diese einfachen Fragen hat Oettinger***) noch eine ganze 
Reihe anderer angeknüpft: 



*) Ch. J. Brianchon, Journ. de l'fic. Polyt. 15 (1837) cah. 26, p. 168. 
**) Ibid. — Vgl. die durch ein combinatorisches Kunststück vermittelte 
Lösung von E. Catalan, Journ. de Math, 3 (1838) p. 111. 
***) Axch. f. Math. 15 (1860) p. 241; § 16. 
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Wie gross ist die Anzahl der überhaupt möglichen Glieder 
in (5), in denen ein Element ai wenigstens in der r*®^ Potenz 
auftritt? 

Wie gross ist hierfür die Anzahl der verschiedenen Glieder? 

Wie gross ist die Anzahl der überhaupt möglichen Glieder 
in (5), in denen ein Element ai höchstens in der r*®^ Potenz 
auftritt? 

Wie gross ist hierfür die Anzahl der verschiedenen Glieder? 

Wie gross ist die Anzahl der überhaupt möglichen Glieder 
in (5), in denen ein Element ax gerade in der r*®^ Potenz auftritt? 

Wie gross ist hierfür die Anzahl der verschiedenen Glieder? 

Wie gross ist die Anzahl der überhaupt möglichen Glieder 
in (5), in denen ein Element ax wenigstens in der r*®° und 
höchstens in der (r + s)^^ Potenz auftritt? 

Wie gross ist hierfür die Anzahl der verschiedenen Glieder? 

Die Beantwortung dieser Fragen wird für ax == a« durch 
(01 + 0, + . . + an)* = (ai + ... + an-i)*+(5)(ai + ... + a„_i)*-ia„ 

+ 

vermittelt. So liefert die Grösse 

die Antwort auf die erste, und 

rüT^ + ri*_-/-^> + . . . + ril, + r^il, 

"l n-2 j + i n-2 j+- •+U-2) + U-2J 

^/n + Ä; — r-l\ 
V n^l ) 

die Antwort auf die zweite der gestellten Fragen. Es wird wohl 
nicht nöthig sein, sie sämmtlich zu besprechen. 

§ 37, Zu den Erweiterungen der Binominalformel können wir 
endlich auch die Formel rechnen, welche die Entwickelung des 
Pascarschen „productum continuorum" 

(6) a(a + d)(a + 2d)...(a + wd-d) 

liefert. Zur Einführung in die Analysis haben diesem Producte in 
erster Linie die Untersuchungen Chr. Kramp's*) verholfen. Den 

*) Analyse des r^fract. astron. et terrest. Strassb. u. Leipz. (1798). Chap' 3. 
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Theil derselben, der sich auf die Erweiterung von (6) bei gebrochenem 
und irrationalem n bezieht, lassen wir als nidit hierher gehörig 
ganz bei Seite; die Erweiterung auf negative ganzzahlige n werden 
wir kurz erwähnen. 

Eramp bezeichnet (6) durch das Symbol 

A. L. Grelle*) durch 

a heisst die Basis, d die Zunahme, n der Exponent des Aus- 
druckes (6), der als Facultät oder als Factorielle bezeichnet wird. 
Bei positivem w ist 

Dehnt man diesen Satz der Reihe nach auf n « 1, 0, — 1, — 2, . . . 
aus, so entsteht 

a»!" = (a, + d)« = ^?^i^ - 1, 

^ ^ ' ^ a — d a—d 

^ ' ' ^ a — 2d (a — d)(a — 2a) 

o-»l<'==(o, +d) = ^a-d)(a-'Zd)...(a-nd) " («-«d)»'"' 

Entwickelt man nnn 

<a, + d)"+' = «"+' + oV[H- 2 + 3 + • • • + «] 

+ o"-id» [1-2 + 1-3 + 2-3 +•••(«-!)»»] 

+ o"-»d»[l-2-3 + l-2-4 + --- + (»-2)(n-l)n] 

nnd + 

<a,+d)-=lf 1+^+^;+. . .) (1+2^+2»^+. ..)... f l+n^-H»«^;+. • - ) 

= a-« + a-«-id [1 + 2 + 3 + • • • 4- w] 

+ a-«-2^»[l. 1 + 12 + 1-3 +...+ 2.2+... 

+ (w— 1) .» + n -n] 
+ a-"-«d»[l.l.l + 1.1.2+...+n.n.n] 
+ > 



•) Vgl. die Anmerkung von Grelle, Jonm. f. Math. 88 (1846) p. 66. — Eine 
ansfOhrliche Darstellung des Gegenstandes von Oettinger befindet sich ebenda, 
^. 1; 117; 226; 329. Hervorzuheben ist femer A. v. Ettingshausen, combin. 
lal. Wien (1826), Cap. VI. 
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so erkennt man^ dass hieraus neue combinatorische Aufgaben er- 
wachsen: Es sollen die Combinationen ohne und diejenigen 
mit Wiederholungen aus den Elementen 1,2,3,... gebildet, 
jede Complexion als das Product der in dasselbe eingehen- 
den Elemente betrachtet und die Summe aller dieser Pro- 
ducta gebildet werden. Auf diese Probleme werden wir in einem 
späteren Capitel genauer eingehen, in welchem die Complexionen als 
Producte aufgefasst werden. 



Capitel 3. 

Complexionen mit beschränkter Stellenbesetzung. 

§ 38. Unter Complexionen mit beschränkter Stellen- 
besetzung versteht man solche Complexionen, bei denen nicht jedes 
Element an jeder Stelle stehen kann. Das Gesetz der Beschränkung 
kami dabei auf die mannigfachste Art fixirt werden. Wir konnten 
beispielsweise die gut geordneten Combinationen als Variationen auf- 
fassen, mit der Beschränkung der Stellenbesetzung, dass kein höheres 
Element vor einem niederen stehen darf. 

Früher war eine hierher gehörige Spielerei beliebt, die darin 
bestand, die Worte eines Hexameters so umzustellen, dass die Gesetze 
der Metrik auch bei der neuen Anordnung gewahrt blieben. Wir 
fuhren eine Stelle der Ars conjectandi von J. Bernoulli an:*) 

„Hierher gehören auch einige Verse, welche wegen der viel- 
fachen Abänderungen, welche sie zulassen, Proteus-Verse genannt 
werden, und unter denen die von Lansius, Scaliger, Bauhusius 
berühmt geworden sind. Thomas Lansius verdanken wir das 
folgende Distichon: 
Lex, rex, grex, res, spes, jus, thus, sal, sol, (bona) lux, laus: 
Mars, mors, sors, lis, vis, styx, pus, nox, faex, (mala) crux, fraus. 
In jedem der beiden Verse können die elf einsilbigen Wörter (die 
zweisilbigen Wörter „bona" und „mala" müssen immer im fünften 
Versfasse stehen) 39 916 800 mal umgestellt werden, ohne die Gesetze 
der Metrik zu verletzen. Bei anderen Versen geschieht es zwar, dass 
sehr viele der Umstellungen gegen die Gesetze der Metrik Verstössen 
oder keinen Sinn ergeben, aber meistens lassen sich dann mit geringer 
Mühe die brauchbaren Umstellungen von den unbrauchbaren trennen 
Tuid lässt sich die Anzahl der ersteren für sich bestinunen, wenn 
man bei ihrer Aufsuchung nur eine bestimmte Reihenfolge innehält. 

*) Nach R. Hauflsner's üebersetznng, Th. I, S. 81, 82. 



64 Capitel 3. § 38 — § 89. 

Dies kann man an dem folgenden Hexameter sehen: 

Tot tibi sunt dotes, Virgo, quot sidera coelo, 

welchen der Jesuit Bernhard Bauhusius ans Löwen zum Lobe 
der Mutter Gottes erdacht hat^ und welchen mehrere ausgezeichnete 
Männer einer eigenen Untersuchung werth erachtet haben. Erycius 
Puteanus zahlt in seinem Schriftchen „Thaumata pietatis" 
(Wunder der Frömmigkeit) die brauchbaren Abänderungen auf yollen 
48 Seiten auf und bringt ihre Zahl mit der Zahl der Sterne^ welche 
man gewöhnlich gleich 1022 annimmt^ in Uebereinstimmung, indem 
er sorgföltig die Umstellungen weglässt^ welche aussagen^ dass es so 
viel Sterne am Himmel giebt, als Maria Ghiben besitzt^ da ihrer weit 
mehr seien als Sterne. Diese Zahl 1022 hat dann Gerhard Yossius 
von Puteanus in sein Werk „De scientiis mathematicis'^ (Cap. 7) 
übernommen. Der französische Mathematiker Prestet giebt in der 
ersten Ausgabe seiner „Elemens des Mathematiques '^ (S. 348) die 
Zahl der brauchbaren Umstellungen dieses Proteus -Verses auf 2196 
an, welche Zahl er nach einer Revision in der zweiten Ausgabe seines 
Werkes (Bd. I, S. 133) fast um die Hälfte grösser, nämlich gleich 
3276 angiebt. Fleissige Leser der „Acta Erud. Lipsiae" (Juni 1686) 
bestimmen bei der Besprechung von Wallis' „treatise of algebra" 
die fragliche Zahl (welche Wallis zu bestimmen nicht unternommen 
hatte) auf 2580. Wallis selbst hat später in der lateinischen Be- 
arbeitung seines Buches (Opera Bd. H, S. 494, Oxford 1693) für 
diese Zahl den Wert 3096 angegeben. Aber alle diese Angaben sind 
falsch, und man muss sich mit Recht wundem, dass so viele scharf- 
denkende Männer, auch trotz wiederholter Prüfung, sich in einer so 
leichten Frage getäuscht haben. Aus meiner Untersuchung finde ich, 
dass dieser Vers von Bauhusius, nach Ausschluss der spondeischen 
Verse, aber mit Zulassung der Verse, welche keine Cäsur haben, im 
Ganzen 3312 Umstellungen zulässt, ohne dass die Gesetze der Metrik 
verletzt werden."*) 

§ 39. Eine andere eigenthümliche Frage, welche hier hergehört, 
wird durch die Forderung angeregt, auf einem Schachbrette acht 
KönigiDnen so aufzustellen, dass keine von ihnen die andere schlagen 
kann.**) Bei dieser Anordnung muss in jeder Reihe (Zeile oder 



*) Eine Beihe hierher gehöriger Fragen über Anwendung der Gombinatorik 
auf Buchstaben, Noten, Schachfiguren u. s, w. behandelt D, Andr^, Bull. Soc. 
math. de Fr. 7 (1879), p. 43. 

**) Berliner Schachzeitung 3 (1848), p. 363; Blußtrirte Zeitung, I.Juni 1860. 
Ueber die reichhaltige Literatur siehe W. Ähren s, Math. Unterhaltungen und 
Spiele, 1901, Leipz., Teubner; p. 114 ff. — Wir fugen den Hinweis auf Sprague» 
Edinb. Math. Soc. Proceed. 8 (1890), p. 30 hinzu. 
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Spalte) eine Figur stehen^ da im anderen Falle auf einer Parallel- 
reilie mehr als eine Figur sich finden müsste. Deuten wir also eine 
der Stellungen dadurch an, das^ a^ die Ordnung der Zeile angiebt^ 
in welcher die Figur der ersten Spalte steht; a, die Ordnung der 
Zeile, in welcher die Figur der zweiten Spalte steht, u. s. w., wobei 
die a gleich 1,2, ... 8 sein können; dann kommt in 

jede der Zahlen 1, 2, 3, . . . 7, 8 eimnal vor; demnach können wir 
die Anordnung der a als eine Permutation der Elemente 1, 2, ... 8 
auffassen. Die Bedingung, dass die Königinnen auf ag, a^, a^, . . . ag 
nicht von der ersten auf a^ geschlagen werden können, drückt sich 
dadurch aus, dass 

(a) aa+i + ö^i ± a (a = i, 2, . . . 7) 

ist; die Bedingung, dass die Königinnen auf a^, ^4, . . . a^ nicht von 
der auf Og geschlagen werden können, durch 

iß) aa^2=^(h±^ (a=l,2,...6) 

u. s. f. Die Zahlen a^^ a^, . , .a^ sind somit den Ungleichungen (a), 
(ß), . , . entsprechend zu wählen. 

An die Acht -Zahl der Reihen des Schachbrettes ist die Aufgabe 
nicht geknüpft; man kann für n^ Felder die entsprechende fVage 
stellen. Die Gleichungen (a), (^), , . . ändern sich dadurch nur in- 
soweit, als a bis zu den oberen Werthen (w — 1), (n — 2), . . . läuft. 
Wir können die Bedingungen auch so formuliren, dass wir verlangen, 
es solle für jedes Paar x, A 

iß') örx-a;iH=±(x-A) 

sein. 

Etwas Allgemeines über die Lösung dieses Problems ist nicht 
bekamit. 

Für w = 3 giebt es keine Lösung. 

Für w = 4 giebt es die beiden 2413 und 3142. 

Für n = 5 giebt es die zehn Lösungen 

13524; 14253; 24135; 25314; 31425; 

35241; 41352; 42531; 52413; 53142. 

Für w = 6 führen wir an 

246135; 362514; 415263; 531642;... 
f&r n = 7 

3164275; 4152637; 5316427; 7415263;... 

ftr w = 8 aus den 92 existirenden Lösungen*) 

15863724; 16837425; 24683175;... 

*) Ahrens führt (1. c.) sämmtliche Lösungen an. 
Netto, Combinatorik. 5 
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Im Allgemeinen kann man (dnrch Drehnng des Breites nm je 
einen rechten Winkel) aus einer Lösung drei andere ableiten; allein 
diese können auch identisch werden. So sind bei 9» = 5 z. B. 13524 
24135^ 35241^ 52413 zusammengehörige insofern die eine Lösung ans 
der anderen durch Drehung entsteht; dagegen fahrt diese Operation 
bei 25314 auf sich selbst zurück. Daftir^ dass dies eintrete^ ist 
Folgendes charakteristisch: Entlmlt die x^ Spalte ihr Element an der 
A*®'' Stelle, so entlmlt die (n + l—X)*^ Spalte das ihrige an der 
x*®*^ Stelle. — Aehnliches gilt für Spiegelungen an den Mittellinien. 

Auf einen Umstand möge noch aufmerksam gemacht werden, 
weil er zu dem in den folgenden Paragraphen behandelten Probleme 
hinüberführt. In jeder unseren Forderungen genügenden Anordnung 
der Zahlen 1, 2, . . . n steht höchstens eine einzige an ihrer natür- 
lichen Stelle. Denn weim dies bei zwei Elementen geschähe, bei a« 
und a;i, dann würde für sie die Bedingung (/3') verletzt werden. 
Auch wenn man jedes ay durch (n+ 1 — ttn-f-i— *) ersetzt, muss diese 
Bedingung gewahrt bleiben. 

§ 40. Die letzten Betrachtungen leiten uns zu einer Euler- 
sehen Aufgabe*), die er als „quaestio curiosa ex doctrina combina- 
tionis" bezeichnet. Es handelt sich darum, zu bestimmen, wie viele 
der n Permutationen unter den Zahlen 1, 2, 3, ... n so beschaffen 
sind, dass keins der Elemente auf seinem natürlichen Platze steht 
Wir wollen die gesuchte AtizaIiI mit P^^ bezeichnen und — wie 
Euler es thut — eine B/Ccursionsformel für dieses Symbol herleiten. 
Schreibt man die Elemente 1, 2, 3, ... n der Reihe nach hin, so 
dürfen, um unserer Forderung zu genügen, nur diejenigen Permuta- 
tionen darunter geschrieben werden, von denen kein Element mit 
dem in der ersten Zeile darüber stehenden übereinstimmt. An die 
erste Stelle darf also nur eins der Elemente 2, 3, . . . w treten. Da 
diese gleichberechtigt sind, setzen wir etwa 2 an die erste Stelle. 
Femer treten dann unter die Elemente 2, 3, 4, ... w der ersten Zeile 
die Elemente 1, 3, 4, . . . n. Bilden wir alle Pi— i Permutationen 



*) M^m. de St. Petersburg, m, für 1809 n. 1810 (1811), p. 57. Vgl. auch 
S. Kantor, Zeitschr. f. Math. 28 (1883), p. 378. Die Bezeichnung P^^ stammt 
von M. Cantor, Zeitschr. f. Math. 2 (1857), p. 410. Euler setzt für P^^ das 
Zeichen Um. P. Seelhof, Arch. f. Math. (2) 1 (1884), p. 97 nennt diese Permu- 
tationen „absolute". Er führt an, dass die Behandlung des combinatorischen 
Problems bereits von Nicl. Bernoullil (P. R. de Montmort: Essai d'analyse 
sur les jeux de hasard; Paris 1713) gegeben sei, also vor L. Euler. — Die- 
selben Permutationen werden von G. Mus so, Rivista di mat. 4 (1894), p. 103 
als „relative Permutationen" bezüglich der ursprünglichen 1, 2, 3, ... w be- 
zeichnet; so wird eine Permutation Pj als relativ zu P, bezeichnet, wenn kein 
Element von P^ da steht, wo es sich in Pj findet. 
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zwischen 2,^,4, .. .n und ersetzen in jeder das Element 2 durch eine 
1, 80 haben wir ebenso viele Permutationen; die in die zweite Zeile 
treten können. Ausser diesen kommen aber auch noch alle diejenigen 
Yor; welche an zweiter Stelle eine 1 haben^ und bei denen auf diese 1 
eine der Permutationen Pi— 2 zwischen 3, 4, . . .n folgt. Es giebt 
ako mit 2 anfangende Anordnungen genau Pn—i + Pi— 2; und da 
das Gleiche für die mit 3, 4, ... w anfangenden gilt, so wird 

(1) pr=(«-i)[i><^ + piij. 

Hieraus folgt ebenso weiter 

Prii = (« - 2) Pi'is + (n - 2) Pi\; 'Si 

durch Subtraction von (1) ergiebt sich Z'»>i 

p(0) _ ^ p(0) , p(0) (^ 9\ p(0) y^'^ 

Ebenso ergiebt die Formel (1) 

P<1s= («-3)Pil, + («-3)Pri4, 
Tind durch Addition erhalten wir 

Pf = «P<«i, - Pil, + (n - 3) Pfl. . 
Genau so geht es fort: 

i>i^> = nP^lx + Pi?L. + (n-4)Pi^25 
= nPi?^i-Pi^ + (n-5)Pi^ 



= wPi^Li + (- 1)—' Pf + 2 P^ 
Da nun PJ^) = 0, Pf) = 1 ist, so erhält man 

(2) Pr = nPi^li + (-ir. 

Setzt man hierin w = l, dann entsteht P}®> = Pf) — 1, so dass 
Pf) = 1 genommen werden darf. 

Beide Reductionsformeln (1) und (2) stammen von Euler; durch 
sie findet man 

PW = 0, Pf) = l, Pf = 2, Pf = 9, Pf) = 44, 
Pf) = 265, Pf) =1854,... 

Aus (1) folgt, dass Pf durch (n — 1) theilbar ist, aus (2), dass es 

nicht durch n teilbar und dass es zu Pi— i theilerfremd ist. 

6* 
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Eine independente Formel fOr P^^ giebt Euler nicht*) Wir 
kommen leicht auf dem nachstehenden Wege zu einer solchen: Die 
Ati7a}i1 aller Permntationen, also n\ wird erhalten, wenn man zu der 
Anzahl derjenigen^ die kein Element an seinem Platze lassen, die 
Anzahl aller derer a,ddirt, welche ein, zwei, drei, . . . Elemente an 
ihren Platzen lassen. Wir wollen die Anzahl derer, welche genau 
X Elemente nicht umstellen oder welche, wie M. Cantor sich aus- 
drückt, X Normalstellen haben, mit P» bezeichnen. Dann ist 

Weiter hat man diejenigen, welche zu Pn gehören, wenn man auf 
alle (** j Arten die x festen Elemente wählt, und alle Pn^lx Com- 

binationen der übrigen Elemente mit diesen festen verbindet. So- 
nach wird 

und also 

»i = Pf + («)p5i + («)p;i°2,+(«)Pi"l» + ---; 

ebenso gilt 

(n-l)l= P5x + ('»7l)pl^ + ('»-l)Pi«l. + - 

(«-2)!= Pi'l, + (*'-^'jPi'>U + ... 

Multipliciren wir nun die Gleichungen, deren linke Seiten w!, (»— 1)1, 
(n - 2)!, . . . sind, der Reihe nach mit («), - («), («),_(«),... 

und berücksichtigen das Resultat, welches in (2) § 31 abgeleitet 
worden ist, so folgt 

pr=«i_ («)(„_ 1)1+ g)(„_2)i -(«)(«- 3)1 +••• 

oder 

P<»> = «!(l-l + ^-^+...+ (-l).-l-) 

(3) =«>(A-riä+"+(-i)"^> 



*) Oettinger, Lelire von den Combinationen , § 43. — Vgl. auch 
S. Kantor, 1. c. 
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Wir wollen die Anzahl der in allen Permutationen zusammen 
vorkommenden Normalstellen berechnen^ d. h. die Anzahl aller Ele- 
mente in den Pn[l, 2, 3, . . . n], welche an ihren ursprünglichen 
Stellen stehen. Nun ist zuerst klar; dass 1 so oft an seiner Stelle 
bleibt, als sich 2, 3, . . . w^permutiren lassen, d. h. (w — l)ImaL Das 
Gleiche gilt von 2,^ von 3, . . . und also erhält man n(n — 1)! = »! 
Normalstellen. Andererseits besitzt jede zu Pn^ gehörige Permutation 
X Normalstellen; also ergeben diese zusammen X'Pn\ Folglich ist, 
wemi man die beiden Resultate der verschiedenen Abzahlungen 
einander gleich setzt, 

iß) nl^^xPi-K 

Weiter ist, wenn man die Anzahl aller Permutationen beachtet 
ir) nl=^^Pi'\ 

x = 

Durch die Verbindung von (ß) und (y) entsteht 

Pf = lPi*> + 2Pf + 3Pi*> + ... + (^-2)Pi--^> + (w-l)Pi^\ 

Hierbei ist Pi"^ = 1 zu setzen und Pn^"^^ == 0; denn zu der ersten 
Sorte gehört nur die Permutation l,2,3,...w— l,n selbst, und 
zur zweiten Sorte überhaupt keine. Man kann also die letzte Formel 
in der Gestalt 

(4) Pi'^=^(x-l)Pi'^ + (n-l) 



schreiben. Ersetzt man hierin Pn^ gemäss (a) durch [** jPi^^x, so 

entsteht 

(4a) Pf J^ (X - 1) (;) Pfl« + (n- 1). 

Wir wollen die Formel (3) noch auf andere kürzere Weise durch 
eine Methode der Ein- und Ausschaltung herleiten, indem wir zunächst 
bestimmen, bei wie Vielen der n\ Permutationen überhaupt Elemente 
auf ihren Plätzen bleiben. Wir wählen ein Element a und betrachten 
dies ab fest auf seinem natürlichen Platze. Die übrigen (w — 1) Ele- 
mente lassen dann noch (w— 1)1 Permutationen zu, und so viele 

haben also a als Normalstelle. Da a auf / *? ) Arten gewählt werden 

kann, so erhalten wir (?)(w — 1)1 = ^ solcher Permutetionen mit 
Normalstellen. Unter -diesen kommen- nun die- mit zwei Normal- 
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stellen doppelt vor; sind a, b die beiden Elemente^ die auf ihren 
natürlichen Plätzen stehen, dann erscheint jede Permatation mit 
diesen beiden Normalstellen sowohl bei a als festem Element wie 
bei h. Man mnss also alle mit a, & als Normalstellen einmal in 
Abzug bringen; solcher giebt es so viele, als die übrigen (n — 2) Ele- 
mente sich permutiren lassen, nämlich (w — 2M Da weiter auf 

l^j Arten zwei Elemente als Normalstellen sich aus n herauswählen 
lassen, so bleiben + (S) (w — 2)! = +-^ abzuziehen. Ist dies ge- 
schehen, dann kommen die Permutationen mit den drei Normal- 
stellen a, b, c unter der ersten Sorte so oft vor, als sich zwei Ele- 
mente aus dreien herauswählen lassen; zusammen also |^J — |^J-mal. 

Man muss also alle Permutationen mit den drei Elementen a, b, c einmal 
zufügen; solcher giebt es (n — 3)1, und da drei Elemente aus n auf 

/ ^ j Arten gewählt werden können, so müssen (^ J (w — 3)1 = -^ 
noch hinzugefügt werden. So geht man weiter und kommt, da 

(o-ö+e)-*©-'"''» 

Permutationen mit Normalstellen. Subtrahirt man diese Anzahl von nl, 
der Anzahl aller überhaupt möglichen Permutationen, so entsteht die 
Formel (3). 

Einen anderen Beweis für die gleiche Formel giebt J.J.Weyrauch 
Joum. f. Math. 74 (1872) p. 273. 

§ 41, Die Formel (1) hat A. Cayley*) benutzt, um für die 
PJt^ eine „erzeugende Function" abzuleiten, d. h. eine nach 
steigenden Potenzen der Variablen x geordnete Reihe, deren Coefficien- 
ten die Px^ sind. Setzen wir 

(a) y = Po<°> + Pfa; + Pf»* + Pf «» + Pf a;* + • • •, 
SO wird 

^ = Pr+ 2P^'^x+ 3Pra:'+ 4Pf a;» + ... 
^ = Po<»> + 2Pi'^x + SPfa;* + ^P^x' + •■■ 
^^H^) = (Pf) + p(0)) + 2 (Pf > + PD X + 3 (Pf > + P^'>^)x' + ... 



*) Edinb, Proeeed. 9 (1878) p. 390 « Papers X p. 249. 



Erzeugende Function für die P^\ 



71 



d.h. nach (1) 
dx 



X» 
_y-l 

~ X» ' 

Es gilt daher f&r ^ die Differentialgleichung 



[ll+4^+»]-'-i'-'. 



1 



dy 1 — x . 

dx aj« 2/ + 



x^-{-a^ 



= 0. 



lütegrirt man diese nach den gewöhnlichen Methoden^ so erhalt man 



y== — a:-^e * / e' dx 
J x^\x^\ 



iL der Coefficient von a^ in der Entwickelung dieser Function y 
nach steigenden Potenzen von x wird Tf^ werden. Da Cayley über 
die Convergenz der Reihe (a) nichts beibringt, ja da die Convergenz 
wegen (2) sogar fraglich erscheint; so ist dieses Resultat als eine 
rein formale Beziehung aufzufassen. (Vgl. § 49, Schluss.) 

§ 42. In der (§ 40) erwähnten Arbeit von Weyrauch wird das 
Problem, welches wir in den vorigen Paragraphen behandelt haben, 
zu der Theorie der Determinanten in Beziehung gesetzt.*) 

Die einzelnen Glieder der Determinanten von n Reihen 

«1 ttg «8 . . . a„ 
\W . . , in 

Ci Cg C^ . . , Cfi 



werden aus dem Producte der Diagonalglieder a^\ c^ , . . hn dadurch 
abgeleitet, dass man in ihm die unteren Indices auf aUe n\ möglichen 
Weisen permutirt, und d^enigen Gliedern, die durch eine ungerade 
Permutation (§ 58) entstehen, ein Minuszeichen, den anderen ein 
Pluszeichen vorsetzt. Wir wollen von den Vorzeichen absehen und 
die einzelnen Glieder durch die Permutationen der Indices, also 



*) Das Gleiche geschieht von B. Baltzer, Leipz. Ber. (1878) p. 634. 
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a,i bi^ Ci, . . . Äi„ durch t\ i^ i^ . . . in 

darstellen. Dann wird, wenn ein ix = 3«, d. h. wenn ein Index seine 
Normalstelle hat, das betreffende Element der Determinante der 
Diagonale des Schemas angehören, welche von links oben nach 
rechte unten geht, der sogenannten Hauptdiagonale. 

Unter diesen Festeetzungen giebt also Pn^ an, wie viele Glieder 
der Determinante genau x der Diagonale angehörende Elemente haben. 

Weyrauch behandelt nun die fünf Aufgaben: 

1. Wie viel Glieder der Determinante enthalten m bestimmte 
Elemente der Hauptdiagonale? — Nach unseren Bezeichnungen 
sind es offenbar Pnlm- 

2. Wie viel Glieder der Determinante enthalten m beliebige 
Elemente der Hauptdiagonale? — Wir erkennen sofort, dass 

es (»)Pi«I™ sind. 

3. Wie viel Glieder der Determinante enthalten m oder 
weniger Elemente der Hauptdiagonale? — Die Antwort ist 

x = 

4 Wie viel Glieder der Determinante enthalten m oder mehr 
Elemente der Hauptdiagonale? — Hier findet man 

x = m 

5. In welcher Weise setzt sich die Gesammtheit der Glieder 
aus den Gliedern mit bis n Diagonalelementen zusammen? 
Das Resultat wird erlangt, wenn wir in (y) des Para- 
graphen 40 das (a) desselben Paragraphen eintragen. So 
hält man 



»! = V 



x = 
n — 2 



/n\ p(0) 



=20^-+^- 



Die Frage der vorigen Paragraphen stimmt mit 2. für w = 
überein. Sie lässt sich auch so fassen, dass man nach der Glieder- 
zahl einer w-reihigen Determinante fragt, bei welcher die Elemente 
der Hauptdiagonale sämmtlich gleich Null sind. J. J. Sylvester, 
der Alles-Benennende, konnte der Versuchung nicht widerstehen, für 
eine solche Determinante einen Namen einzuführen; sie heisst nach 
ihm „wirbellose Determinante^^ 
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§ 43« G. de Longchamps*) behandelt die Frage bei theil- 
weise „wirbellosen Determinanten'^, d. b. bei solchen, in denen die 
q ersten Glieder der Hanptdiagonale Nullen sind. Die Methode der 
Ein- nnd Ausschaltung liefert zuDÄchst n\ überhaupt möglicher 
Glieder. Von diesen sind diejenigen fortzunehmen, die mindestens 
eins der verschwindenden Diagonalelemente enthalten. Dieses eine 

ist auf (I j Arten wählbar; zu jedem treten (n — 1)1 Anordnungen 
der übrigen Glieder; folglich ist ( ^ j (n — 1)! in Abzug zu bringen. 

Dadurch aber wird jedes Glied mit zwei Diagonalelementen zweimal 
abgezogen; es muss demnach zur Gorrectur noch einmal zugefügt 

werden. Die beiden Diagonalelemente sind auf | ^ j Arten unter den 

q verschwindenden wählbar. Zu jeder getroffenen Wahl treten 

(w - 2)1 Anordnungen der übrigen Glieder. Somit ist (| J • {n — 2)! 

noch zuzuschalten. Auf diese Weise geht man fort und erhält als 
Schlusszahl: 

«! - (2)(«-l)I + (|)(«-2)1 — .±(2)(«-2)! 

Longchamps stellt in den angeführten Arbeiten das weitere 
Problem auf, die Zahl der Glieder einer Determinante zu 
bestimmen, in der beliebig gewählte Elemente gleich Null 
gesetzt sind. Er gelangt aber nur in dem eben behandelten Falle 
zu einer befriedigenden Lösung. 

Eine formale Beantwortung der Frage gab C. A. Laisant**) 
durch folgende Betrachtungen. 

Die Stellenbesetzung der Permutationen von n Elementen a, b 
c,,,.h sei auf folgende Art eingeschränkt. Es werde 

ttx = ÄA = tt^ = • • • = tt 

gesetzt, wenn das Element a an die x*®, X% /i*®, . . . Stelle treten 
darf, dagegen 0^ = 0, wenn a nicht an der p*®^ Stelle der Permu- 
tation stehen darf. Aehnlich schreiben wir 6^ = 6^ =•••== &; wenn 
das Element b von der x*®'', il*®'', ft*«"^, . . . Stelle der Permutation nicht 
ausgeschlossen ist, dagegen 6^=0, wenn die q^ Stelle für b eine 
verbotene ist. Dann bilden wir 

nnd entwickeln durch Multiplikation die Glieder des Productes unter 
Beibehaltung der Elementenfolge in jedem Theilproducte. Ersetzt 

*) Jonm. de Math. späc. (3) 6 (1891), p. 9, 29, 64, 86. — Vgl. auch A. Holtze, 
Arch. d. Math. n. Phys. (2) 11 (1898) p.*284. 

**) C. R. Par. 112 (1891) p. 1047; S. M. de France BuU. 19 (1891) p. 106. 
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man in den Theilproducten die a», . . . a^ durch a bezw. durch. 0; die 
6x> . . . ig durch b bezw. durch u. s. f., dann fallt eine Anzahl von 
Theilproducten als verschwindend fort; andere enthalten zweite oder 
höhere Potenzen gewisser Elemente; endlich iEUidere nur erste Potenzen. 
Man sieht sofort^ dass nur diese letzten, als Permutation gelesen, die 
erlaubten geben. Um ihre Anzahl zu bestimmen genügt es, die 
durch die Umänderungen der a^j a;i; . . . in a oder u. s. w. aus F 
entstandene Function 0(a,b, . , , h) nach a,b, , , .h zu differentiren. 
Jedes unerlaubte Theilproduct liefert als Resultat 0, jedes erlaubte 
liefert 1, so dass die Anzahl der gesuchten Permutationen gleich 

wird. da.db...dh 

Zu praktischer Verwerthung ist dieses Resultat freilich nicht an- 
gethan. Wir werden daher noch einige andere Aufgaben, welche 
hierher gehören, behandeln. 

§ 44. In der Anmerkung zu § 40 wurde angeführt, dass 
6. Musso zwei Permutationen als „relative^' bezeichnet, wenn sie die 
dort besprochene Eigenschaft haben, dass mlmlich kein Element in 
beiden dieselbe Stelle einnimmt. 

Ist es nun möglich, n Permutationen der n Elemente so zu 
wählen, dass jede eine relative Permutation zu jeder anderen ist, und 
ordnet man die einzelnen in die Zeilen eines Quadrates von n^ Feldern 
unter einander ein, so hat dieses Quadrat die Eigenschaft, dass in 
keiner Zeile und in keiner Spalte dasselbe Element zweimal vor- 
kommt. Euler befasst sich bei Gelegenheit eines complicirten Problems 
mit dieser Frt^e; er benutzt für die Elemente lateinische Buchstaben 
und man nennt aus dieser äusseren Veranlassung solche Quadrate 
lateinische Quadrate.*) 

Durch beliebige Umstellung der Zeilen kann man aus einem 
lateinischen Quadrate n! herleiten, man kann femer die natürliche 
Ordnui^ der Elemente stets z. B. in die erste Zeile setzen; weiter 
kann man die erste Spalte auch durch die Elemente in der natür- 
lichen Ordnung anfüllen, und dann handelt es sich noch darum, die 
übrigen (n — 1)* Stellen richtig zu besetzen. 

Durch cyclische Verschiebung der Elemente der ersten Zeile 
nach links erhält man stets die Zeilen eines lateinischen Quadrates. 

Da die Behandlung dieser Gebilde noch nicht über das Stadium 
der Spielerei hinausgetreten ist, so begnügen wir uns mit der Angabe 
einiger solcher Quadrate: 

*) Verband. Genootsch. VHssingen 9 (1782) p. 86 = Comment. arithm. U p. 302. 
Vgl. auch A. Cayley, Hess, of math. (2) 19 (1690) p. 136 =* Pap. 13 p.66; 
M. Frolov, Joum. de math. sp^c. (3) 4 (1890) p. 8, 25; fid. Maillet, Abboc. 
Fran9. Caen 28 (1894) p. 244. 



1 2 3 
23 1 
32 1 
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1234 1234 1234 1234 

2143 2143 2341 2413 

3412' 342 1' 3412' 3142 

4321 4312 4123 4321 



12345 12345 12345 12345 12345 12345 
23514 24153 24153 21453 25134 25413 
3542 1, 3152 4, 3521 4, 3521 4, 3145 2, 3425 1,... 
41253 45231 43521 43521 43521 41532 
54132 53412 51432 54132 54213 53124 

§ 46, Bei Gelegenheit seiner Untersuchungen über Verknotungen 
und Verschlingungen kwn P. G. Tait zu folgendem Problem: Dem 
Elemente 1 sind die beiden Stellen 1 und 2 verschlossen^ 
ebenso dem Elemente 2 die beiden Stellen 2 und 3, all- 
gemein jedem x*^^ Elemente die beiden Stellen x und x + 1> 
und dem n**^ Elemente die Stellen n und 1. Wie viel Per- 
mutationen sind unter diesen Beschränkungen möglich? 
Dieselbe Frage kann so ausgedrückt werden*): In einer Deter- 
minante von n Reihen sind alle Elemente der Hauptdiagonale 
gleich Null; ebenso die Elemente der ihr rechts benach- 
barten Parallel-Reihe und endlich das erste Element der 
letzten Zeile. Wie viele Glieder besitzt die entwickelte 
Determinante? 

A. Cayley behandelt das Problem in der Weise der Aus- und 
Einschaltungen^ die wir am Schlüsse von § 40 dargelegt habeU; indem 
von der Gesammtzahl der möglichen Permutationen zuerst diejenigen 
abgezogen werden, welche mindestens eine der gestellten Bedingungen 
verletzen; dann diejenigen wieder hinzugefügt werden, welche min- 
destens zwei derselben verletzen, u. s. f.**) 

L Nun giebt es überhaupt n\ Permutationen unserer n Elemente. 

n. Um diejenigen zu finden, welche mindestens eine Bedingung 
verletzen, greifen wir eins der Elemente, etwa a, heraus. Für a 
bestehen zwei verbotene Platze, die a*® und die (a + 1)*® Stelle. 
Nimmt a einen dieser PKLtze ein, so können die übrigen (n — 1) 
Elemente noch (w — 1)! Permutationen bilden; bei beiden Plätzen 

*) Th. Mnir, Edinb. Proceed. 9 (1878), p. 882. 

**) Ibid. p. 338. — Eine andere Behandlung giebt Mnir 1. c. nnd Edinb. 
Proceed. 11 (1882), p. 187. Er leitet Becnrsionsformeln für die gesuchte Anzahl 
Üh her. Die einfachsten, zu denen er gelangt, sind die nachstehenden beiden*. 

Un = nün^l + 2Un-^i - (n- 4) Un-H - ün-4. 
und ^n = nir„_i + ^ ^n-2 + (- 1)"-^ ^ . 
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also zusammen 2-(n^l)I; und da a=l,2, . . .n sein kann, so 
gehören hierher 2n(n — 1)! verbotene Permntationen. Es ist also 
2n(n— 1)1 in Abzug zu bringen. 

ni. Bei diesem Abzüge werden aber diejenigen Permutationen, 
welche zwei der Bedingungen verletzen, auch zweimal fortgenommen. 
Sie müssen also einmal wieder hinzugefügt werden. 

Wir nehmen an, a und b si»nden an verbotenen Plätzen. 

Sind a und b in der natürlichen Folge von einander getrennt, 
<i. h. b=^a±l, so giebt es vier verbotene combinirte Stellungen, je 
nachdem die Elemente 



a den Platz a 
und b den Platz b 



a + 1 
b 



a 
b + 1 



b 
b + 1 



'einnehmen. Die übrigen Elemente gestatten jedesmal (w — 2)! Per- 
mutationen; also giebt es 4-(w — 2)! verbotene Anordnungen. Be- 
zeichnet nun für den Augenblick das Symbol [1, 1]«, wie oft aus 
n Elementen 2 nicht aufeinander fönende herausgewählt werden 
können, wobei das erste Element als cyclisch auf das letzte folgend 
angesehen wird, so giebt 

4[l,l],.(w-2)! 

die in diesem Falle resultirende Anzahl. 

Sind dagegen a und b in der natürlichen Folge einander benach- 
barte Elemente, etwa 6 = a-f 1, dann giebt es nur drei verbotene 
«combinirte Stellungen, je nachdem die Elemente 



a den Platz a 
und b den Platz a+1 



a 

a + 2 



a+1 
a + 2 



einnehmen. Die übrigen (n — 2) Elemente kann man jedesmal auf 
{n — 2)\ verschiedene Arten geordnet zu diesen 3 Stellungen hinzu- 
fügen. Bezeichnet nun das Symbol [2']„f wie oft unter n Elementen 
2 aufeinander folgende gewählt werden können, wenn das erste 
Element als auf das letzte folgend angesehen wird, so giebt das Product 

3[2]„.(w-2)l 

die zu diesem Falle gehörende Anzahl verbotener Anordnungen. 
Im Gtinzen ist also 

(4.[l,l]„ + 3[2],).(«-2)l 
ZU addiren. 

IV. Bei dieser Addition sind die Permutationen zu beachten, 
welche drei der gestellten Bedingungen verletzen. Diese sind in II 

«dreifach fortgenommen, in III dagegen ( ^ J = 3 mal hinzugefügt; 
^md sie müssen daher jetzt noch einmal abgezogen werden. 



Tait^sches Problem. 
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Wir nehmen an^ a, b, c stehen an verbotenen Plätzen. 

Sind a, h und c in der natürUchen Folge von einander sämmtlich 
getrennt; so giebt es 8 verbotene combinirte Stellungen; je nachdem 
die Elemente 



a den Platz 
l den Platz 
c den Platz 



a 
h 



a 

6 + 1 

c 



a 
6 + 1 
0+1 



a + 1 
6 
c 



a + 1 

6 
c+1 



a + 1 

6 + 1 

c 



a + 1, 
6 + 1, 
c + 1 



einnehmen. Die übrigen (w — 3) Elemente gestatten (n — 3)! Per- 
mutationen. Bezeichnet nun das Symbol [1, 1, 1]«, wie oft unter 
den gegebenen Verhältnissen unter n Elementen 3 nicht aufeinander 
folgende herausgewahlt werden können, so haben wir 

8[l,l,l],(n-3)l 

Permutationen wegzunehmen. 

Stehen zwei der drei Elemente a, 6, c uimiittelbar hinter ein- 
ander, etwa a und 6, während das dritte c von ihnen getrennt ist^ 
so giebt es 6 verbotene Stellungen, je nachdem die Elemente 



a den Platz a 


« . 


a 


a 


a + 1 


a + 1, 


h den Pktz a+1 


a + 1 


0+2 


0+2 


a+2 


a + 2, 


c den Platz c 


c+1 


c 


c+1 


c 


c + 1 



einnehmen. Definirt man [2, l]n ähnlich wie oben als die Anzahl 
der Male, wie oft solche Wahl von a, 6, c getroffen werden kann^ 
so finden wir die Zahl der Permutationen, um die es sich handelt^ 

6[2,l]..(n-3)! 

Stehen endlich die drei Elemente a,b, c in ihrer natürlichen 
Folge unmittelbar hinter einander, so giebt es nur 4 combinirte 
Stellungen^ welche die Bedingungen verletzen, je nachdem nämlich 
die Elemente 



a den Platz a 


a 


a 


a + 1. 


b den Platz a + 1 


a+1 


a+2 


a + 2, 


c den Platz a + 2 


a+3 


a+3 


a + 3 


erhalten. Hier kommt man auf 


4[3].- 


(n-s; 


)1 





Stellungen, Es ist also insgesammt zu snbtraMren als verbotene 
Stellungen 

(8[1, 1, 1].+ 6[2, 1], + 4[3],) ■ (n-3)! 
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In der angegebenen Art muss man weitergehen und gelangt zu 
der lösenden Formel 



<«) 



«! - 2 [1], . (« - 1)1 + (4 [1, 1], + 3 [2],) • (n - 2)! 
- (8 [1, 1, l]n + 6 [2, 1], + 4 [3],) • (M - 3)! 
+ (2*[l,l,l,l].+3.2*[2,l,l],+3«[2,2].+4-2[3,l],+5[4],)-(«-4)! 

Man überzeugt sich leicht davon, dass das Symbol 

welches angiebt, auf wie viel Arten man aus n Elementen « auf 
einander folgende, ß davon getrennte aufeinander folgende, . . . wählen 
kann, in der eben aufgesteUten Formel als Coefficienten das Product 

(a + l)(^ + l)(y + l)... 
besitzt. — 

Für w = 3, 4, 5, 6, 7,... 

findet man als Resultate der Formel (a) die Reihe der Werte 

1, 2, 13, 80, 579,... 

§ 46. Im Verlaufe der vorstehenden Untersuchung sind wir zu 
der Aufgabe der Bestimmimg von [a, j3, y, . . .]n gekommen. Es ist 

das eine Aufgabe von Combinationen der (cc + ß + y-\ )*®^ Glasse 

mit beschränkter Stellenbesetzung. Wir wollen uns mit ihr 
beschäftigen. Es handelt sieh darum, festzustellen, auf wie viel Arten 
aus n Elementen, die der Ordnung nach vorliegen und cyclisch ge- 
schlossen sind, a aufeinander folgende, gleichzeitig ß davon getrennte 
aufeinander folgende, u. s. w. herausgewählt werden können. 

Das Symbol [«]« hat den Werth n, da ja das Anfangselement 
an jede der n Stellen gesetzt werden kann (was ohne cydische 
Schliessung nicht stattfände). 

Das Symbol \a, /S], soll zunächst unter der Annahme a=^ ß 
bestimmt werden. Wird das Anfangselement der Folge von a Elementen 
an die erste Stelle gesetzt, dann bleiben noch die folgenden (n — a) 
Plätze frei, von denei;L aber der erste und der letzte nicht besetzt 
werden dürfen, da beide Folgen, die von a und die von ß Elementen, 
von einander getrennt bleiben müssen. Man kann also die ß Elemente 
der zweiten Folge nur an (n — a — ß — l) Stellen beginnen lassen. 
Verlegt man dann den Anfang der ersten Folge der Reihe nach an 
alle n Plätze, so ergeben sich w-mal so viele Möglichkeiten. Somit 
hat man 

[«,/3]„ = w(w-a-^-l) (a^ß). 



Als Beispiel betrachten wir n — 
als Möglichkeiten 

1,34 2,45 3,56 


8 


1,45 2,56 3,67 


. 


1,56 2,67 3,78 


. 


1,67 2,78 3,81 


. 
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a ^ 1, /3 = 2. Hier erhält man 

. 8,23 

. 8,34 

. 8,45 [1^2]3 = 8.4. 

. 8,56 

Ist dagegen cc = ß, dann werden je zwei der so erhaltenen 
StelltLagen identisch mit einander und deswegen ergiebt sich 

[a, «]„ = yn (w - 2a — 1). 

Setzen wir z. B. n = 8; a = /S = 2, so entsteht [2, 2J8 = 12 nämlich 

12,45 12,56 12,67 23,56 23,67 23,78 

34,67 34,78 34,81 45,78 45,81 56,81. 

Bei der Berechnung des Symbols [a, /3, y]„ nehmen wir zunächst 
wieder a, j3, y als von einander verschieden an. Die Folge von a, 
von ßy von y aufeinander folgenden Elementen wollen wir kurz als 
die «-Folge, die /3-Folge, die y-Folge bezeichnen. Die a-Folge 
lassen wir an erster Stelle beginnen; die /3- Folge an der alsdann 
ersten möglichen, nämlich der (a + 2)*®"; dann bleiben für die y-Folge 
noch (n — « — /S — y — 2) Placirungs- Möglichkeiten. Lässt man die 
a-Folge unberührt, schiebt man aber die /S-Folge um eine Stelle 
nach rechts, dann giebt es für die y-Folge nur noch (n — a — /3 — • y — 3) 
MögHchkeiten u. s. f. Bei fester Placirung der a-Folge hat man also 
für die /S« und die y-Folge 

(n — a — jS-y — 2)-f(w — a — /3~y — 3)H 

. ^ (n-a-p-y-l)(n~a-p-y-2) 
"^ 12 

MögUchkeiten, wenn zuerst die /3- Folge und daim die y- Folge steht. 
Aendert man aber diese Stellung der ß- und der y-Folge, so ergeben 
sich ebenso viele Möglichkeiten; und führt man das Anfangselement 
der a-Folge durch alle n Stellen, so ergiebt sich im Ganzen 

[«,/5,y]n = w(n-a-/S-y-l)(w-a-/3-y-2) (a + p + y). 

Ist etwa /3 = y, dann liefert die Umstellung der /3- Folge und der 
y- Folge nichts Neues, und so wird 

[«,i3,^],= i-n(n-a-2^-l)(w-a-2/3-2) (a + p); 

und wird noch a « /3, so ist es gleich, welche Folge man an den 
Anfang oder in die Mitte stellt, und dann erhält man 

[a, a, a]„= -g-n(n--3a — l)(w — 3a-;2). 
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Bei [tt, /}, y, d]« verfährt man in derselben Weise; dabei stösst 
man auf Reihen; die mit Hilfe von § 9; (10) 

ö+("t')+-+{n'')-ctjt') 

addirt werden. Es ergiebt sich; wie leicht zu seheU; für die fünf 
hier möglichen Fälle 

[a,i3,y,d], = n(n-a-/S-y-(J-l)...(n-a-/3-y-(J-3), (a+ß+y+d); 
[«,Ay,y]. = ^n(w-a~i3-2y-l)...(w-«-/J-2y-3), (a+p+y); 

[«;ftftffln = ^n(n-a-3/S^l)...(n~«-3/S~3), (a + p); 

[«;«,A/3]. = ^jn(n-2a-2/3-l)...(n-2a-2/J-3), (a + ft; 

[a,a,«;a]« = — n(w — 4a— 1) . . . (w — 4a — 3). 

Das Bildungsgesetz der rechten Seiten ist ersichtlich. 
Die erhaltenen Resultate sind in die Lösungsformel des vorigen 
Paragraphen einzutragen. 

§ 47. Das Problem aus § 40 führt zu der in der Terminologie 
der Determinanten-Lehre ausgedrückten Frage: wie viel Glieder 
besitzt eine Determinante von n Reihen; welche kein Ele- 
ment einer der beiden Diagonalen enthalten? Als Frage der 
Permutationen mit beschränkter Stellenbesetzung können wir das 
gleiche Problem so formuliren: es sind diejenigen Permutationen 
von n Elemejiten 1; 2, 3, ... n — 2, n — 1, n abzuzählen, bei 
denen jedes Element x von der Placirung auf der x*®*' und 
auf der (n + 1 — x)*®^ Stelle ausgeschlossen ist. Wir wählen 
zur Behandlung die schon mehrfach benutzte Methode des Aus- und 
Einschaltens. 

Zuerst nehmen wir an, es sei n = 2i/ eine gerade Zahl. Zwei 
Elemente, deren Summe (n + 1) beträgt, mögen associirte Ele- 
mente heissen. Dann giebt es bei n = 2v keine Elemente, die sich 
selbst associirt sind. Wir bezeichnen mit [a]||"^ die Anzahl, wie oft 
aus den n Elementen m herausgenommen werden können, unter 
denen sich gerade a Paare einander assocürter Elemente befinden. 

Von den nl überhaupt möglichen Permutationen müssen die- 
jenigen weggenommen werden, die einer der Bedingungen nicht 
genügen. Steht das Element a an unerlaubter Stelle, was auf zwei 
Arten (an der a*«° und an der (n -^ 1 — a)*®^ Stelle) geschehen kann, 
so giebt es (n — 1)! zugehörige unerlaubte Anordnungen; und also, 
a = 1 , 2, . . . n werden darf, 2 • w • (n — 1)1 Permutationen die 
Euschalten sind« 
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Es müssen dann aber diejenigen Permutationen^ bei denen zwei 
Elemente a; & an unerlaubten Stellen stehen^ wieder eingeschaltet 
werden. Sind a und b nicht associirt^ so giebt es für sie vier ver- 
botene Platzcombinationen und 2*-(n — 2)! verbotene Permutationen; 
dieser Fall kommt für a, b gerade [0]^*)-mal vor. Sind dagegen 
a tuid 6 assocürt, so giebt es für sie zwei verbotene Platzcombinationen 
und also 2^ » (n — 2)! verbotene Permutationen; und dieser Fall kommt 
[l][^^)-mal vor. Es müssen also dem Aggregate zugefügt werden 

(2».[0]W + 2^.[l](f)).(«-2)! 

Weiter sind diejenigen Permutationen in Abzug zu bringen, bei 
denen drei Elemente an unerlaubten Stellen sich befinden. Je nach- 
dem zwei derselben assocürt sind, oder keine zwei es sind, erhält man 
verschiedene Resultate. Zusammen ergiebt sich 

(2«.[0]W + 2^.[l](f)).(w-3)! 

Geht man weiter zu vier Elementen, so folgt 

<2* . [0]W + 2» ■ [1]W + 2« • [2](,*)) . (w - 4)! 

TLB.f. Die geBQchte Zahl Qn wird daher durch 

(?, = »I - 2i[0]W • (n - 1)! + (2«[0]W + 2i[l](f)) • (n - 2)! 

- (2»[0](f) + 2»[l](f)).(w - 3)! („»2^) 

+ (2*[0]<*> + 2»[1](,*) + 2«[2](.*)) . (« _ 4)! - • . • 
bestimmt.- 

Wir nehmen nun ferner an, dass n eine ungerade Zahl = (2t/-|-1) 
sei. Dann giebt es eine sich selbst associirte Zahl immlich (y + 1). 
Wir bezeichnen wieder mit [aj^^ die Anzahl, wie oft aus den n Ele- 
menten 1, 2, ... n gerade m herausgenommen werden können, unter 
denen genau a associirte Paare vorkommen, aber nicht das sich selbst 
associirte Element; femer mit [a + y]^*") die Anzahl, wie oft aus 
den n Elementen 1,2, ...n gerade m herausgenommen werden 
können, unter denen genau a Paare associirter Elemente vorkommen, 
und ausserdem das eine Element (y + 1), welches sich selbst asso- 
cürt ist. Wir haben bei dem ersten Falle, n = 2i/, gesehen, dass 
[a]Jj) mit dem Coefficienten 2^—« auftritt. Wir wollen hier den 

Coefficienten von [a -f- -ö J^ berechnen. Das sich selbst associirte 

Element muss jedenfalls seinen bestimmten Platz (y + 1) einnehmen; 
die a Paare associirter Elemente liefern 2" Stellungen und die übrigen 
(m-^2a— 1) Elemente 2*"-««-^ Folglich giebt es 2"»-«-^ Arten, 
dass die Elemente der bestimmten Art sämmtlich unerlaubte Plätze 
einnehmen. 

Netto, Gombinatorik. 6 
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Man erhält nun, genau wie oben, wenn Qn die gesuchte Zahl 
bedeutet, 

Öi = «! - (2^[0]a) + 2«[yf)-(« - 1)! («=2^ + 1) 

+ (2»[0]<?' + 2'[^J^ + 2^[l]w)(n - 2)1 

- (2»[0](f)+ 2»[i]^'^ + 2»[1]<')+ 2»[li]r)-(« - 3) 

+ ■ 

als gesuchte ZahL 

Es handelt sich jetzt also nnr noch um die LöBung einer Frage 
nach Gombinationen mit beschränkter Stellenbesetzung, 
nämlich um die Bestimmui^ von 

[«]<«) und [a + ip 

wobei der letzte Fall nur eintreten kann, wenn n ungerade ist. Da 
in diesem zweiten Falle das sich selbst assocürte Element seine be- 
stimmte Stelle hat, so folgt 

und somit bleibt nur das erste der beiden Symbole zu berechnen 
übrig. 

Es sei zunächst n = 2v. Dann wählen wir zuerst die a asso- 
ciirten Paare. Das kleinere Element jedes Paares gehört zu den 
Zahlen 1, 2, ... t/; und durch dieses kleinere ist das grossere be- 
stimmt. Es giebt also für die Wahl der a associirten Paare 

1^1 Möglichkeiten. 

Hat man diese Wahl getroffen und dadurch 2 a Elemente fest- 
gelegt, dann bleiben aus den übrigen (2i/ — 2 a) noch (m — 2 a) ohne 
Bücksicht auf ihre Anordnung so zu wählen, dass kein weiteres 
associirtes Paar entsteht. Durch die Wahl eines Elementes wird 
demnach nicht nur dies selber, sondern auch sein associirtes von der 
Berücksichtigung bei den weiteren Wahlen ausgeschlossen. Demnach 
bleiben der Reihe nach (2 v — 2a), dann {2v — 2a — 2), (2i/ — 2a — 4)... 
Möglichkeiten übrig, und man hat insgesammt die AtitaIiI 







(2y-2g)(2y~2g~2). . . (2y- 2m + 2g-f ^) 
(m-2a)! * 



Ist dagegen w = 2t/ + 1, so ist zu bedenken, dass das (i/ -f 1)** 
Element bei der Wahl der associirten Paare ausgeschlossen bleibt 

Man erhält also genau wie oben (^]. 
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Durch diese WaM sind 2 a Elemente festgelegt und es bleiben 
noch n — 2 a übrig; aber von diesen kommt das Element (v + 1) 
nicht in Frage; es bleiben also wie oben nur (2v — 2a). Die 
weiteren Schlüsse sowie das Resultat stimmen dann mit dem früheren 
überein; und so wird 

Wi"'-C)^-(»-2.) 

(« = 2v oder 2i; + l) 

s__ Ofii— ^a i: . 

a!(m-2a)!(v + a-w)!' 

dieses Resultat ist in Qn und Qn einzutragen. 

§ 48. Eine Aufgabe über beschrankte Stellenbesetzung bei 
Permutationen behandeln M. Cantor und Baur.*) Es ist die folgende: 
Es sind 2n Elemente von je zwei gleichen a-^^fOi] 02,0^] .^,an,an 
gegeben. Auf wie viele Arten können diese so permutirt 
werden^ dass nicht zwei gleiche Elemente unmittelbar 
auf einander folgen? Wir wollen statt dieser die allgemeinere 
Aufgabe losen^ dass qn Elemente von je q gleichen gegeben sind^ 
und dass bei den Permutationen nur solche zugelassen werden, bei 
denen nicht sämmtliche Elemente einer Gattung auf einander folgen. 

Wir benutzen das Verfahren des Ein- und Ausschaltens. 

Bei qn Elementen von je q gleichen sind überhaupt 

Permutationen vorhanden. Von diesen sind zunächst diejenigen fort- 
zunehmen; die eine Bedingung verletzen, bei denen also z. B. die 
q Elemente %, o^, . . . hinter einander stehen, um ihre Anzahl zu 
finden, betrachten wir den Complex der q Elemente a^ als ein Ele- 
ment und permutiren dies mit den übrigen q(n — 1) Elementen von 

je q gleichen. Das giebt 

(gn-q + iy. 

(qir-^ ' 

und da statt des a^ auch a^, . . * an auftreten können, so tritt der 
Factor n dazu. 

Diejenigen Permutationen, bei denen zwei Bedingungen verletzt 
sind, lassen sich ebenso behandeln. Man findet für sie die Anzahl 

/n\ (gn>2g + 2)! 
\2/ (g!)»-2 



*) Zeitschr. f. Math. u. Phys. 2 (1857) p. 108 und p. 267. 



84 Capitel 8, §48 -§49. 

So geht es im Ein- mid Ausschalten weiter^ und man kommt zu dem 
Schlussresultate 

(gn)! fn\ (qn-q + l)\ /n\ (gn-2g + 2)! (n\ (gn~3g + 8)! 

ÖO" Vi/ (2!^-^ '^\2) (g!)*— » \3) (gl)«-« 

Schwerer ist die allgemeine Aufgahe zu hehandeln^ dass bei 
q-n Elementen von je q gleichen alle die Permutationen zugelassen 
werden, welche höchstens r (<q) einander gleiche Elemente auf 
einander folgen lassen. 

Setzen wir w = 2, r = 1, so entsteht das leicht zu lösende, 
sogenannte Problem der bunten Reihe*). Man erkennt leicht, 
dass hierbei 

2qlq\ 

Permutationen möglich sind. 

§ 49, 0. Terquem behandelt eine Frage nach einer Art von 
gut geordneten Combinationen mit einer gewissen Art von 
beschränkter Stellenbesetzung**), welche fttr die Theorie der 
Kettenbrüche von Wichtigkeit ist. 

Er betrachtet die Elemente 1, 2, 3, ... n imd setzt fest, dass an 
der ersten, dritten, fünften . . . Stelle einer Combination jedesmal nur 
eine ungerade, an der zweiten, vierten, sechsten, . . . nur eine gerade 
Zahl Platz finden dürfe. Wie viele gut geordnete Combinationen 
ÄJ*®' Classe giebt es unter dieser Bedingung? 

Wir wollen die Anzahl mit Fn bezeichnen. Denkt man sich 
alle zugehörigen Complexionen niedergeschrieben, dann wollen wir 
zuimchst diejenigen herausheben, welche mit dem Elemente 1 be- 
ginnen. Subtrahirt man bei diesen von jeder Stelle eine Einheit, 
so dass z. B. 14569 in 03458 übergeht und unterdrückt die Null 
am Anfang, so erhalt man sämmtliche jri^^^[l, 2, ... n — 1]. Die 
übrigen, nicht mit 1 beginnenden, zu Ji*^[l, 2, . . . w] gehörigen 
Complexionen fangen mit 3 oder 5, ... an; subtrahirt man von jedem 
Elemente der Complexion eine 2, so dass z. B. 3478 in 1256 
übergeht, so erhalt man sämmtliche Pi^-s [1, 2, . . . n — 2]. Es gilt 
demnach die Reductionsformel 

W rf = r<« , + riLi«. 

*) A. Holtze, Arch. d. Math. ti. Phys. (2) 11 (1892) p. 327. Hier findet sich 
eine genauere Besprechung des Problems, unter Anderem die Entscheidung über 
den Fall, dass die Anordnung auf einem Kreise oder auf mehreren Kreisen 
stattfindet. 

**) Joum. de Math. 4 (1839) p. 177. 
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Wir wollen nun 



Iudex [Je — 1) und jedes 



annekmen, 

üe Formel 



sei schon für den festen oberen 



w '■•-H^'^T^) 



bewiesen j wobei E{q) das grösste Ganze der Zahl q bedeuten soll; 
tmd man wüsste ferner^ dass 



zf> 



=(^m-) 



Mk) 



J(E(_^)yM'^\ 



fär daa feste Je und pL = 1^2j (n — 1) gelte. Dann liefert die 

Reductionsformel (a) das Eeaultat 

h 
= (^\ i— ) + ^ \ [nach § 7, (5ft)] 



üemnach gut die Formel {ß^) anch für Ic und li^n. Es ist somit 
nur noch die Richtigkeit der Formeln 



w 



ri*> 



i 



= (^)^:™drö, = g)=i 



Ell zeigen, dann ist allgemein 



ß(.^)\ 



als richtig nachgewiesen. Die beiden Formeln {y) sind aber selbst- 
Terstandhcb, da den Forderungen nur die eine Combüiation 1 S 3 ... & 
entspricht. 

Man erhält gemäss {ß) für ^ = 0, 1, 2, 3, 4 die Resultate 



n^^ -, 



ri!) = /^ + 1 



ri 



^(3) 



^a» 



= (" + '); rÄV. = C + ^: 



^*) _ /v + 2 



=rr): 






' 2v-\-l 
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§ 49— §60. 


Aus der Formel (a) 


ergiebt sich 






(«) 










d. h. die Anzahl aller solcher Gombinatioxien der sämmtlichen ver- 
schiedenen Glassen für ein gegebenes n ist gleich der Summe der 
Anzahlen derjenigen, welche zu (n — 1) und zu (n — 2) gehören. . 

Diese letzte Beziehung kann dazu dienen, die erzeugende Func- 
tion der Summen zu berechnen. Wir schreiben der Bequemlichkeit 
halber statt der letzten Gleichung 

und nehmen nun als erzeugende Function fiir die öt die Form 

f(x) = 00 + 6^X + 6^x^ + 6^ar^ + ' • • (<y^ = l, c,=2). 
Dann ist 

Xf(x) = 0qX + 0iX^ + 0^C(^ +", 
(1 + X)f(x) = 1 + 0^X + 0^X^ + 0^X^ + '" 
^ j f(x)-l-2x 
■" X 

und also ergiebt sich 

(a) (x + x^-l)f(x)=^-l-x 

it) f(x)==j^^,==l + 2x + 3x' + 5a^ + 8a^+-' 

Daher wird 

f(x)^ 1-V5 i+yi 

'^^ y6{2x+i+y6) i/ö(2ic+i-y6)' 

entwickelt man jeden der beiden Brüche auf der rechten Seite nach 
steigenden Potenzen von x, so folgt 

so dass also als Schlussresultat erhalten wird 

^"" 2^+^1/6 

In diesem wie in ähnlichen Fällen ist es nicht nöthig, Con- 
vergenzbeweise zu geben (vergl. § 41). Lässt man f{x) mit 0qX^ 
aufhören und behält sich vor, q beliebig hoch werden zu lassen, 
dann erscheint nur in (s) auf der rechten Seite noch eine Anzahl 
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beliebig hoher Potenzen; so dass der jetzige Ausdruck für f{x) sich 
nur durch solche Potenzen Yon dem Ausdrucke (0 und den folgenden 
unterscheidet. Nun kann man aber q stets so hoch annehmen^ dass 
ein gegebenes X m tfx davon unberührt bleibt. 

§ 60. A. Weiss behandelt*) Permutationen, Combinationen und 
Tariationen mit beschmnkter Stellenbesetzung folgender Art. 

Die Elemente sind derart unter einander yerschieden, dass ge- 
wisse unter ihnen, ihrer Zahl nach m^ an der ersten und an allen 
folgenden Stellen stehen dürfen; gewisse andere, ihrer Zahl nach tw,, 
dürfen nicht an der ersten, wohl aber an der zweiten und an allen 
folgenden Stellen stehen, u.s.f.; gewisse endlich, ihrer Zahl nach m», 
dürfen nur an der n^^ Stelle stehen. Danach dürfen also an die erste 
Stelle nur w^, an die zweite {m^+ m^), an die dritte {fih + m^ + m^) 
u.s.f. rücken. 

Wir untersuchen zuimchst die hier möglichen Permutationen 
der als verschieden angenommenen Elemente. Sind zuerst nur die 
m^ ersten Elemente gegeben, so können diese an jede Stelle rücken, 
d.h. sie bilden m^l Permutationen. Nehmen wir noch ein Element 
der Wg von zweiter Sorte hinzu, so darf dies nicht an die erste, 
wohl aber an jede folgende Stelle der m^l Permutationen rücken, 
d. h. es entstehen neue m^ Permutationen aus jeder früheren; für ein 
zweites Element der zweiten Sorte bestehen jetzt (m^ + 1) Stellen, 
für ein drittes (m^ + 2) u. s. f. bis auf das letzte, für das (m^ + mj — 1) 
Stellen da sind. So erhalt man aus den beiden ersten Sorten 

, (m, -|-m, — 1)! 
1 («H-1)J 
Permutationen unserer (m^ + m^) Elemente. 

Nehmen wir jetzt ein Element der dritten Sorte hinzu, so kann 
dies weder die erste noch die zweite Stelle einnehmen; es bleiben 
also nur (m^ + Wg — 1) Placirungs- Möglichkeiten. Das nächste Ele- 
ment hat dann (m^ + m^) Stellen zur Verfügung, u. s. f. So erhalt 
man aus den drei ersten Sorten 

. (mt-hm,~l)! K -hm, 4-^8 -2)! 
^^ (m,-l)! (m,-hm,-2)! 

Permutationen der (m^ + Wj + m,) ersten Elemente. 

Das Bildungsgesetz für diese Anzahlen ist so durchsichtig, dass 
wir es nicht ausführlich aufzuschreiben brauchen. — 

Es möge nun femer unter den Elementen der einzelnen Sorten 
auch einander gleiche geben. Dann verfahren wir genau so wie bei 
dem entsprechenden Probleme gewöhnlicher Permutationen, indem 
wir die Elemente anfangs unter einander verschieden nehmen und 

*) Joum. f. Math. 88 (1849) p. 111. 
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sie dann einander gleich werden lassen. Kommen in der ersten 
Sorte «1 gleiche einer Art, ß^ gleiche einer zweiten Art, u. s.f. vor; 
femer in der zweiten Sorte a^ gleiche einer Art, ß^ gleiche einer 
andern Art, u. s.w.; dann ergiebt sich die Anzahl 

% ! (Wi + m, — 1) I (Wj + % + Wj — 2) 

a^lß^l../ a,!|5,!...(Wi-l)! ' «3! jS^! . . . (m^ + w, - 2)! * *• 

von erlaubten Permutationen. 

§ 51. Bei den Combinationen, welche den Einschränkungen 
des vorigen Paragraphen unterliegen, werden die Formeln umständ- 
licher. Die Forderung lautet: wenn wir die aus der ersten Sorte 
auftretenden Elemente voranstellen, dann diejenigen der zweiten Sorte 
folgen lassen, u. s.w., dann treten die Elemente jeder x*®° Sorte 
frühestens an x*®' Stelle auf. Daher kann bei einer Combination die 
erste Stelle nur von einem der m^ Elemente erster Sorte eingenommen 
werden; es kommt also mindestens eins dieser Elemente vor; ihre 
wirklich auftretende Zahl sei ju^. Ist /ij = 1, so muss das zweite 
Element zur zweiten Sorte gehören; ist fi^ = 2, so gehört das dritte 
Element zur zweiten oder zur dritten Sorte, u. s. f. derart, dass, 
wenn ittj, /ig, . . . /ir Elemente der ersten, bezw. zweiten, . . . r*®*^ Sorte 

vorkommen, das (fCi + /I2 H h f*r + 1)*® Glied der (r + 1)*®°, oder 

(r + 2)*«^, . . . oder der l(ii+"-+(ir+ ly^"" Sorte angehört. Hier- 
nach ergeben sich die Resultate leicht. 

Bei lauter verschiedenen Elementen hat man für Combinationen 
ohne Wiederholung 

I. Classe m^; 
B.Cta.» fti + ftOft')' 

m. Cl».e (•j)+C»s')('?)+("')(7)+(7)(t) 

+('?)('?)(7)- 

IV. Ol»» (7)+ft')(7)+ft)(?)+ß)(7)+('2')('?) + 

+C^)(7)(7)+(1.)ft)(?)+ft)C?)+ 
+('5)(?)(?)+(7)(*?)+(7)C$)(?)+ 
+(l')('?)(7)+riO(?)C?)+ 
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Bei Combinationen mit unbesckränkter Wiederholung ergiebt sich 
I. Classe m^; 

m. 01,«,» ("'^^)+('"'^.')('?)+(%+')(?)+("'){V)+ 

+ (-.)(7)(7); 

+^ 2^ ')(?)("•) + (7) ("■?"') + 

+ ("0(?)("'2+') + (7)(?)('?)(7)- 

Für Variationen werden die Resultate sehr einfach. Bei Fi*^ 
ergiebt sich, wenn Wiederholungen ausgeschlossen werden, 

denn an die erste Stelle kann ein beliebiges Element der ersten Sorte 
treten, an die zweite Stelle dann, wenn die erste besetzt ist, ein 
beliebiges Element der ersten (mit Ausnahme des schon gewählten) 
oder der zweiten Sorte u. s.f. 

Bei Variationen mit unbeschränkten Wiederholungen dagegen 
findet man, wie sich sofort ergiebt, 

^L*^= m^ (wj + m^) (mi + WI2 + Wj) . . . (mi + ^2 + W3 + h m*). 

§ 52. H.A. Rothe*) hat den Begriff „verwandte Permutationen'^ 
eingeführt. Steht in der einen Permutation jedes Element x an der 
A*®^ Stelle, wenn in der anderen das Element l an der x*®^ Stelle 
steht, dann heissen beide Permutationen einander verwandt. So sind 

35218476 und 43162875 

mit einander verwandt; denn in der ersten steht 3 an der Stelle 1, 
in der zweiten 1 an der Stelle 3; in der ersten 5 an der Stelle 2, 

•) Sammlung combinatorisch- analytischer Abhandlungen, herausgeg. v. 
C. F. Hindenburg, zweite Samml., Leipz. 1800: „Ueber Permutationen in Be- 
ziehung auf die Stellen ihrer Elemente", p.263-— 806» 



90 Capitel 3. § 62 — § 53. 

in der zweiten 2 an der Stelle 5; in der ersten 2 an der Stelle 3, 
in der zweiten 3 an der Stelle 2; u.s.f. 

Stellt man die Permutationen durch Elemente einer Determinante 
dar, etwa mit Hülfe doppelter Indices, von denen der erste die Spalte 
und der zweite die Zeile angiebt, dann wird die erstere der obigen 
Permutationen 13^25,32,41,58,64,77,86 
und die zweite lässt sich schreiben 

14, 23, 31, 46, 52, 68, 77, 85, 
80 dass jedem ab der ersten ein 6a der zweiten entspricht. Es hat 
dies denselben Effect, als ob man die Determinante um 180** um ihre 
Haupt-Diagonale dreht: dadurch geht jedes Determinantenglied in 
sein verwandtes über. 

Schreiben wir die ersten Indices über die zweiten, so entsteht 

12345678 12345678 
352 1847 6 ^^^^' 43 1628 7 5* 

Diese Schreibweise kann man so auffassen, als ob jedes Element 
der oberen Zeile in das danmter stehende umgewandelt werden solle. 
Wendet man dann beide verwandten Permutationen nach einander 
an, so bleibt jedes Element auf seiner Stelle*); z. B. geht 1 in 3 
und durch die zweite Permutation die 3 wieder in 1 über, u.s.f. 

Ist eine Permutation sich selbst verwandt**), dann muss in 
ihr gleichzeitig x an A*®' und l an x*®' Stelle stehen. Die beiden 
Elemente x nnd X sind also aus ihren natürlichen Stellungen durch 
eine Transposition in die neuere übergeführt worden. Man erhält 
also eine sich selbst verwandte Permutation, wenn man auf die 
natürliche Ordnung 1, 2, 3, ... w eine Anzahl von getrennten Trans- 
positionen anwendet, derart, dass jedes der Elemente höchstens ein- 
mal transponirt wird; und umgekehrt erhält man so eine jede. 

Hiemach ist es leicht, die Anzahl der sich selbst ver- 
wandten Permutationen zu berechnen. Wir ordnen sie nach 
der Anzahl der Transpositionen, die nöthig waren, um sie aus der 
natürlichen Ordnung 1, 2, ... w herzuleiten. 

Ohne jede Transposition erlangen wir nur die eine Permutation 
1, 2, 3, ... w, die sich selbst verwandt ist. 

Mit einer einzigen Transposition erlangen wir so viele Permu- 
tationen, als die beiden zu transponirenden Elemente unter den n 
gewählt werden können, also Cn^ sich selbst verwandte Transpositionen. 



*) C. G. J. Jacobi, Jotim. f. Math. 22 (1841) p. 285 = Werke 3; p. 356 
nennt diese Permutationen daher „reciproke". 

**) Th. Muir, Proceed. R. S. Edinb. 17 (1889) p. 7, dem wir in den nächsten 
Darlegungen folgen, nennt die verwandten Permutationen „coiyugirte" nnd die 
«ich selbst verwandten „ selbst -conjngirte". 
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Mit zwei Transpositionen erlangen wir so viele Permutationen, 
als sich zwei Paare von Elementen, ohne Rücksicht auf die 
Ordnung der Paare, aus n Elementen herauswählen lassen. Das erste 
Paar lasst sich auf Cn , das zweite dann auf Ciü-2 Arten wählen. 
Da es nicht auf die Stellung ankommt, so erlangen wir — Cn^ ^i— » 

Permutationen. 

Ebenso erhalt man für drei Transpositionen 

g-j- O» On — 2^n — 2 
U. S. f 

Bezeichnen wir also mit Un die Anzahl der sich selbst ver- 
wandten Permutationen von n Elementen, so folgt 

C - 1 + c<" + i ci" c™ , + i ci» c«, C«L, +■ • . 

->+©+n(ö(»i^)+:^®("i^)("i^)+- 

^ V2/ U; 2 1 2« ^ 1^6/ 3! 2» ^ ys) 4! 2* ^ 

Es lässt sich für Un auch leicht eine Recursionsformel herleiten. 
Wir theilen zu dem Zwecke die Permutationen in solche, welche das 
erste Element nicht transponiren, und in solche, die es transponiren. 
Die Anzahl der ersten Sorte stimmt mit üi,— i überein. Bei der 
zweiten Sorte musste vor dem Umsetzen noch ein zweites Element 
an seinem Orte geblieben sein, welches dann mit dem ersten Element 
transponirt wird. Es waren also 0"«-. 2 Permutationen vorhanden, 
aus denen, je nach der Wahl des zweiten Elementes (n — 1)?7„— 2 ent- 
stehen. Polglich wird 

Crn=Dn-i + (n-l)Cr„«2. 
Da ü*! = 1, Oi = 2 ist, so folgt hieraus 

Cr3 = 4, 04 = 10, 05 = 26, C; = 76, 0^7 = 232,... 
Für die erzeugende Function der U, nämlich für 

fix) = U,x + U,x' + U,a^ + -" 
erhält man durch die Recursionsformel die Differential -Gleichung 

§ 53. Wir wollen hier noch kurz die Erweiterung des Be- 
grilBfes „verwandter" oder „conjugirter" Permutationen angeben, welche 
P. A. Mac Mahon*) eingeführt und studirt hat. 

*) Messeng. of math. (2) 24 (1825) p. 69. 
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Er nimmt m Reihen von Elementen an, etwa 

a2j,a.,2, . . . a2t^ 



und denkt sich gleichzeitig m Kästen, deren erster v^ Plätze hat, 
deren zweiter v^ Plätze hat, n. s. f. Die Vertheilnng der Elemente 
findet in die Plätze der Kästen statt. Dann heissen zwei Vertheilungen 
„verwandt'' oder „conjugirt", wenn bei der ersten Vertheilnng das 
Element a^q im Kasten X und bei der zweiten Vertheilnng das Element 
a;i^ im Kasten x sich befindet. 

Mac Mahon setzt dabei alle Elemente mit gleichem ersten 
Index einander gleich. 



Capitel 4. 
Inversionen und Sequenzen. 

§ 54. Wir wollen uns in diesem Capitel mit dem Studium einiger 
bei den Permutationen vorkommenden Verhältnisse beschäftigen. 

Folgt in einer Complexion auf ein seiner Ordnung nach späteres 
Element entweder unmittelbar oder durch andere Elemente getrennt 
ein früheres, so heisst dieses Vorkommniss eine Inversion.*) Sind 
als Elemente die natürlichen Zahlen gegeben, dann besitzt eine Com- 
plexion so viele Inversionen, als höhere vor niederen Zahlen stehen; 
es hat z. B. die Complexion 251643 die 7 Inversionen 21, 51, 54, 
53, 64, 63, 43. Die kleinstmögliche Anzahl von Inversionen ist 0; 
sie tritt bei der natürlichen Ordnung der Elemente 1, 2, 3, ... w auf; 

die grösstmögliche Anzahl ist (^); sie tritt bei der umgekehrten 
Ordnung der Elemente n, w — 1, ... 3, 2, 1 auf. 

*) Die ersten derartigen Betrachtungen stammen von G. Gramer, Introd. 
ä FAnalyse des lignes courbes (1760), Gen^ve. Appendix p. 658; t,. B^zout, 
Mäm. Par. (1764) p.292; P. S. Laplace, Mäm. Paris pour 1772; partie 11. (1776) 
p. 294.- Laplace benutzt den Namen Variation, der also, wie hieraus zu 
ersehen ist, sich damals noch nicht für die jetzt so benannte combinatorische 
Operation eingebürgert hatte. In ziemlich ungefüger Weise behandelt H.A. Roth e 
(Samml. combinat. - analyt. Abhandlungen, herausgeg. v. Hindenburg, zweite 
Sammlung, 1800, Leipzig, p. 263) die Anfangsgründe der Theorie der Inversionen 
mit Hülfe der von ihm eingeführten „Stellenelemente" und „Stellen- 
exponenten". 
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Allgemeiner gilt der Satz, dass die Zahl der Inversionen einer 
Complexion von n Elementen sich mit derjenigen, welche zur um- 
gekehrten, von rechts nach links gelesenen, der „inversen" Com- 
plexion gehört, zu ( ^ ) ergänzt. Denn es giebt bei einer jeden Complexion 

von n Elementen (^j Möglichkeiten, ein früheres und ein späteres 

Element a^ und ax mit einander zu vergleichen. Liefert nun Uxax eine 
Inversion, so liefert a^a« keine, und umgekehrt. Jede dieser Möglich- 
keiten liefert also in der einen von beiden Complexionen eine Inversion. 

Vertauscht man zwei auf einander folgende Elemente einer Com- 
plexion, dann ändert sich die Anzahl der Inversionen dieser Com- 
plexion um ± 1. Denn durch Vertauschung von a^ und a^+x wird 
in dem Verhalten zu den übrigen Elementen keine Aenderung hervor- 
gerufen; in dem Verhalten der beiden unter einander dagegen wird 
eine Aenderung eintreten; lieferte a^ax+i eine Inversion, dann liefert 
üxj^iüx keine solche und umgekehrt. Femer sieht man leicht, dass die 
Vertauschung des k^^ Elementes ax mit dem (k + i/)*®* Elemente a^^v 
durch (2i/ — 1) Vertauschungen unmittelbar auf einander folgender 
Elemente bewirkt werden kann. Jede solche Vertauschung ruft eine 
Aenderung in der Inversionenanzahl um eine positive oder negative 
Einheit hervor. Folglich verändert sich bei der Vertauschung 
zweier beliebiger Elemente die Anzahl der Inversionen um 
eine ungerade Zahl. 

Die Anzahl der Inversionen einer Complexion ändert sich nicht, 
wenn man ihre Elemente so durch andere ersetzt, dass die Reihen- 
folge beider in ihrer natürlichen Anordnung die gleiche bleibt. Wenn 
man also in eine Complexion aus 1, 2, 3, 4 statt dieser Elemente 
einführt 1,3,5,7, so dass z.B. 2314 in 3517 übergeht, dann 
laben beide Complexionen dieselbe Anzahl von Inversionen. 

§ 55. Ist die Anzahl der Elemente gross, dann kann man sich 
zur Abzahlung der Inversionen einer Complexion mit Vortheil der 
folgenden Methode bedienen.*) 

Wir theilen die Complexion in zwei beliebige Theile; 
die erste Gruppe enthält der Beihe nach die Elemente i^, ig^ • • V^ 
die zweite Gruppe enthält der Reihe nach die Elemente \,Tc^, . . .hy. 
Dabei ist ft + v = w. 

Dann bildet man die Anzahl sämmtlicher Inversionen 

1. die von den Elementen ij, ^2; • • • V herrühren, 

2. die von den Elementen ä^, Äg, . . . Äy herrühren, 

3. die von den Elementen ii, ^2? • • • V ^ Beziehung auf 
\j\y , . .hv herrühren. 

*)P. Gordan- G.Kerschensteiner, Vorlesungen über Invariantentheorie I, p, 2. 
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Wir beschäftigen uns zuerst mit der Anzahl der Inversionen, 
welche zu 3. gehören. Die Anzahl ist gleich 



2^- et') 



Um dies zu beweisen, denken wir uns zunächst die Elemente 
ii, ii, . ' . ihrer ansteigenden Gh-osse nach geordnet; sie mögen 
ji,j^, 'jfi heissen. Diese Anordnung ändert die zu 3. gehörige 
Inversionenanzahl nicht. Dann giebt j^ genau (j^ — 1) Inversionen, 
weil ja die Elemente 1, 2, . . . (j'i — 1) unter den k vorkommen; das 
Element j^ giebt gegen die k genau (j^ — 2) Inversionen, weil ja die 
Elemente 1, 2, ... (ji — 1), (j^ + 1), ... (j, — 1) unter den k vor- 
kommen, u. s. f. Also erhält man fdr die Anzahl bei 3. die Summe 



2'o--«)=i'^«-C*t'> 



Zählt man folglich die Inversionen der i für sich, ebenso die 
der k für sich und fügt der Summe beider Zahlen den soeben für 3. 
berechneten Ausdruck bei, so erhält man die Gesammtzahl der In- 
versionen. 

§ 56. Alle n! Permutationen von n Elementen theilen sich in 
- n! Paare von inversen (§ 54) Complexionen. Jedes Paar enthält 

(^J Inversionen; also besitzen alle Permutationen zusammen 



1/w 

2 



©"' 



Inversionen bei der Elementenzahl n. 

Wir wollen die Anzahl der Permutationen von n Elementen, 
welche gerade x Inversionen besitzen, mit Jx bezeichnen. Dann ist 

(«) 2i!r'=ni («=0.1....©), 

denn die linke Seite liefert die Zahl aller Permutationen. 

Weil femer x I^^ angiebt, wie viele Inversionen in allen 1^^ vor- 
kommen, so wird nach dem obigen Satze*) 



♦) Stern hat, Joum. f. Math. 18 (1838) p. 100, die Frage gestellt; Terquem 
hat sie, Jonm. de math. 3 (1838) p. 569, beantwortet. 
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Da die n! Pennutationen in Paare inverser Permntationen getheilt 
werden können^ so giebt es zu jeder mit x Inversionen eine inverse 

mit (^ j ~ X Inversionen. Folglich ist 

(y) Ji"'=^S-.- 

Wir werden jetzt eine Reductionsformel für I^^ herleiten. Die- 
jenigen zu JJ"^ gehörigen Permutationen, welche mit 1 beginnen, haben 
X Inversionen zwischen den Elementen 2, 3, . . . n, Ihre Anzahl ist 
demnach lli*^^\ Diejenigen zugehörigen Permutationen, welche mit 
2 beginnen, haben nur (x — 1) Inversionen zwischen den übrigen 
Elementen 1, 3, 4, . . . n; denn 2 liefert gegenüber 1 schon eine In- 
version. Nach der Schlussbemerkung in § 54 giebt dies I^I^\. So 
geht es fort bis zu Ji^4.i als der Anzahl derjenigen zugehörigen 
Pennutationen, die mit n beginnen. Wir haben somit 

(d) /i">=2ji-_-« („ = 0,1... .(«-!)); 

a 

dabei fallen diejenigen Summanden rechts fort, bei denen x < a ist. 
Hiemach wird 






rC") 1 T(n— 1) 

^(S)= +-^("70- 

Auf der rechten Seite dieser Tabelle tritt in jeder Spalte dasselbe 
la genau n-mal auf. Addiert man alle diese Gleichungen spalten- 
weise, so gelangt man zu 

X X 

tmd dies führt auf die frühere Formel (a). Multiplicirt man die 
Gleichungen abwechselnd mit -f 1 und — 1 und summirt sie dann, so 
«rgiebt sich für ein gerades n direct 
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Für ein ungerades n folgt zuimclist 

/W _ /W + j<») _... = /(»-i) _ /("-D + /(-»)_.. . 

und da (n — 1) ungerade ist; wiederum Null. Man findet demnach 
allgemein 

(«) ^i-irii-'^o (.=0,1....©), 

d. h. die Anzahl aller Permutationen von n Elementen mit 
einer geraden Zahl von Inversionen ist gleich derjenigen 
mit einer ungeraden Zahl von Inversionen. 

Man kann dieses Resultat leicht erweitem. Sind gi,&;...2tt 
Zahlen, deren Summe beträgt, und multiplicirt man die Gleichungen 
des Schemas der Reihe nach mit g^i, Ss^---?»», 2n+i = g[i? 2n+2 = 22> 
..., q2n-{-i = Qi,'"f so wird auch hier 



(« = 0.1..©). 



§ 67. Man hat 70"^ = 1, wie oben gezeigt worden ist. Femer 
ist Ji = (w — 1). Denn für die n Elemente 1, 2, ... n giebt es nur 
als Permutationen mit einer einzigen Inversion die folgenden 



2134. ..w; 1324. ..w; 



1234...(w-2)w(n-l). 



Mit Hülfe der Reductionsformel (d) kann man jetzt die Werte 
der I leicht berechnen; wir stellen sie für die kleinsten n und x im 
Folgenden zusammen.*) 



w = 


1 2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


x = 


1 1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


2 




2 


5 


9 


14 


20 


27 


35 


44 


54 


3 




1 


6 


15 


29 


49 


76 


111 


155 


209 


4 






5 


20 


49 


98 


174 


285 


440 


649 


5 






3 


22 


71 


169 


343 


628 


1068 


1717 


6 






1 


20 


90 


259 


602 


1230 


2298 


4015 


7 








15 


101 


359 


961 


2191 


4489 


8504 



*) Vgl. J. Bonrget, Nouv. Ann. (2) 10 (1871) p. 264. Hier werden als con- 
jugirte Permutationen solche bezeichnet, deren Inversionen in gewissen, sich 
ergänzenden Beziehungen stehen. 
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Man erkennt; dass, sobald ein gewisser Anfangswerth von n über- 
scliritten ist, bei jedem x die einfache Relation 

in) lir^^ilrix+ilr-'^ 

auftritt. Dies ergiebt sich ans (d), wenn wir schreiben 

/i-) = 4-«+2^(?-^- («-0,1.. ..(n-2)), 
a 

iili=2i(?riV-« («-0, 1, . . .(«-1». 

Die Formel (rf) ist also richtig, sobald Jiü^^^^O wird, d.h. sobald 
X < w ist. Für jede Horizontalreihe gilt also von dem (x + !)*•'' Gliede 
ab das Gesetz (rf)] in der Tafel sind die betreffenden Glieder fett 
gedrackt. 

Man überzeugt sich leicht von der Richtigkeit der folgenden 
Formeln, indem man die Werthe für kleine n prüft und dami die 
Formel (rf) zur Anwendung bringt; 

1; 



r(») _ /W\ 

'' -(2) 



Die vorletzte Formel gilt erst von n — 5 an; bei n ^ 4: ergiebt 
sie 2 statt 3. Die letzte Formel gilt erst von n = 6 ab. 

§ 68, Eine Complexion verschiedener Elemente wird zur ersten 
oder zur zweiten Classe gerechnet, oder auch als gerade bezw. 
ungerade Complexion bezeichnet*), je nachdem sie eine gerade 
oder eine ungerade Anzahl von Inversionen besitzt. Vertheilt man 
alle n\ Permutationen von n verschiedenen Elementen in die beiden 
Classen, so enthält nach (a) eine jede der beiden Classen gleich viele 
Permutationen. 



*) t, Bäzout (1. c). A. L. Cauchy, Joum. de Vtc. pol. cah. 17 (1816) 
p.41. — K. G. Jacobi, Joum. f. Math. 22 (1841) p. 286 = Werke 8 p.369 spricht 
von positiver und negativer Glasse. 

Ketto, Combinfttoxik. 7 
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Durch eine Yertausclumg zweier Elemente nnter einander geht 
ans einer Gomplexion einer der beiden Classen eine Complexion der 
andern Classe hervor. Eine solche Umstellung von zwei Elementen 
wird Transposition genannt. Jede Permutation F^ ist aus jeder 
anderen Pj durch eine Reihe von auf einander folgenden Trans- 
positionen ableitbar. Denn ist die a*® Stelle die erste, in der beide 
Permutationen P^ und P^ nicht übereinstimmen, so kann man durch 
eine Transposition die Permutation P^ so ändern, dass die neue mit 
der gegebenen zweiten P^ jetzt auch in der a^^ Stelle überein- 
stimmt, u. s. w. Z. B. erhält man aus P^ ««32156874 die Permu- 
tation Pg = 42836157 durch die Schritte 

(34) ... 4 2 1 5 6 8 7 3, 
(18) ...4285617 3, 
(53) ... 4 2 8 3 6 1 7 5, 
(57) ... 4 2 8 3 6 1 5 7. 

Hierbei deuten (34), (18), ... die Transpositionen an, durch welche 
3 und 4, ebenso 1 und 8 u. s. f. umgestellt werden. 

Man kann einen solchen Uebergang durch Transpositionen auf 
unendlich viele Arten machen. Für das eben behandelte Beispiel 
genügen auch u. a. die Transpositionsfolgen 

(12), (23), (24), (12), (38), (35), (57), (17); 

(13), (14), (13), (18), (15), (13), (17), (15); u. s. w. 

Wie aber auch hierbei die Folge der Transpositionen gewäMt 
werde, stets lässt ihre Anzahl, durch 2 dividirt, denselben Rest 
oder denselben Rest 1; die Anzahl ist demnach entweder stets gerade 
oder stets ungerade. Dies kann aus den früheren Darlegungen ohne 
Weiteres entnommen werden. Denn da durch eine gewisse A nzahl 
von Transpositionen die Classe der Complexionen eben so oft ge- 
wechselt wird, als jene Anzahl angiebt, und da die Classe der Anfangs- 
Complexion und die der Schluss- Complexion feststeht, so wird in allen 
Fällen, in denen beide Complexionen zu derselben Classe gehören, 
eine gerade Anzahl von Transpositionen nöthig werden, und im ent- 
gegengesetzten Falle eine ungerade Anzahl. 

Wir können auch hier, der von uns fast ununterbrochen be- 
nutzten Methode der strengen Induction folgend, noch einen zweiten 
Beweis des gleichen Satzes geben. Dazu wird es ausreichen, zu 
zeigen, dass stets eine gerade Anzahl von Transpositionen nöthig ist, 
um eine Complexion in sich selbst überzuführen. Denn führen ein- 
mal und einmal t Transpositionen die Complexion Ä in die Com- 
plexion B über, so wird B durch die umgekehrte Folge der t Trans- 
positionen in Ä verwandelt, und daher Ä durch (p + r) in sich 
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selbst Ist nun a + r^O (mod. 2), so ist, wie behauptet wurde, 
(S = t (mod. 2). 

Für zwei Elemente 1, 2 ist der jetzt formulirte Satz unmittel- 
bar klar. Es genügt daher, seine Richtigkeit für (w + 1) Elemente 
zu zeigen, unter der Voraussetzimg, dass er bei n Elementen richtig 
ist Femer können wir, da dies ja nur eine andere Benennung der 
Elemente involvirt, die Annahme machen, dass wir von der natür- 
lichen Anordnung 

(a) l,2,3,.,.(w-l), w, (w-f 1) 

ausgehen und durch eine Folge von Transpositionen zu ihr zurück- 
kehren. 

Wir bilden demnach, von (a) ausgehend, eine Reihe von Com- 
plexionen 

(ß) h} h> h}* " in-l, iny in+U 

von denen eine jede durch eine einzige Transposition aus der vorher- 
gehenden abgeleitet ist. Es sollen (N+ 1) derartige Zeilen (/3) vor- 
liegen, deren erste und deren letzte mit (a) übereinstimmen. Dann 
ist die Richtigkeit der Gongruenz 

N=0 (mod. 2) 

nachzuweisen. 

Wir tilgen in allen (N + 1) Zeilen das Element (w -f 1) und 
erhalten dann (^4- 1) Zeilen, deren jede eine Complexion der Ele- 
mente 1, 2, ... n darstellt. Bei ihnen braucht aber der Uebergang 
von einer Zeile zur folgenden nicht durch eine Transposition zwischen 
zweien der n übrigen Elemente erfolgt zu sein. Dies ist nur dann 
sicher der Fall, wenn die vorige Transposition zwischen den (w -|- 1) 
Elementen dieses letzte nun getilgte Element nicht berührte und sich 
also schon vorher als Transposition zweier der Elemente 1, 2, ... w 
darstellte. Machte dagegen beim Uebergang von der ¥^^ zur 
(h + 1)^^ Zeile der ursprünglichen Complexionen das Element (n + 1) 
eine Stellenänderung um eine Einheit, etwa 

¥^ Zeile i^, ig, . . . i^, w -|- 1, . . . in, 

(h + 1)*« Zeile i^, ^, . . . n + 1, v, . . . i„, 

so erscheint nach der Unterdrückung von (n + 1) dieselbe Anordnung 
zweimal nach einander. Wollen wir also in der neuen, durch Unter- 
drückung des Elementes (n + 1) entstehenden Zeilen -Anordnung den 
Uebergang von einer jeden zur folgenden durch eine Transposition 
bewirken, so müssen wir im vorliegendem Falle eine der beiden 
Zeilen die Ä*® oder die (h + 1)*« tilgen. 

Macht beim Uebergange von der k^^^ zur (k -f 1)*®"^ Zeile das 
Element (n + 1) in der ersten Ordnung dagegen eine Stelleimnderung 
von a Einheiten 
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Ä*® Zeile hf" V, n + 1, V+i, . . . v+a-i, V+a, ... 4, 

(1c + 1)^ Zeile fj, . . . i^, i^^a, V+i, . . . V+«-i> n + 1, . . . i», 

80 erscheint nach Unterdrückung von (n + 1) das Schema abgeändert in 

h^ Zeile hy - • * ^f*r V+i? • • • V+a— i/ V+«; i^+c+i; . . • i«> 

(Je + 1)*® Zeile fj, . . . i^, V+a; • • • V+a— s, i^+a— 1, v+a+i, . . . *»i. 

Wollen wir hier von der Jc^^ auf die (h + 1)*® Zeile kommen, 
so können wir noch (a — 2) Zeilen einschieben, die der Reihe nach 
durch Verwendung der (a — 2) Transpositionen 

(V+iV+a), (v^-iv+s); (v+jV+s), ... (v+a-« V+a-2) 

aus der ersten Zeile entstehen. Von der. letzten eingeschobenen fährt 
dann (t^+a— 2 V+a— *^ ^^® nächst folgende, schon vorhandene. 

Kommt nun im ursprünglichen Schema der Fall, dass (n + 1) 
um Q Schritte weiter geht, Ä^-mal vor, so müssen nach unseren Dar- 
legungen im zweiten Schema \ Zeilen unterdrückt, dagegen Ä^, 2h^ 
3Ä5, . . . Zeilen zugefügt werden, und dann ist der Uebergai^ im 
zweiten Schema auch wieder lediglich durch Transpositionen zwischen 
1, 2, ... (w— 1), n bewirkbar, und durch solche allein ist die Folge 
1, 2, ... n auf sich (selbst zurückgeführt. Demgemäss ist nach den 
Voraussetzungen 

JV- Äi + O.Ä2 + 1*8 + 2Ä^ + 3*5 + • . • = (mod. 2). 

Die Summe 

giebt an, um wie viele Stellen das Element (n + 1) Alles in Allem 
im ersten Schema verschoben worden ist. Da es schliesslich auf 
seinen ursprünglichen Platz gelangt, so wird 

Äi + 2Äi + 3*8 + . . . = (mod. 2) 

und deshalb ist auch, wenn man die gerade Zahl (2Ai4-2*2+2A8H ) 

hiervon substrahirt, 

— Äi + O-Aj + 1*8 + • •'• = (mod. 2). 

Verbindet man dieses Resultat mit unserer ersten obigen Congruenz, 
dann folgt der zu beweisende Satz durch die Beziehung 

iV^^O (mod. 2). 

§ 59. Es möge noch folgende, auf Inversionen bei Oom- 
binationen bezügliche Betrachtung hier Platz finden.*) 

*) W. H. Metzler, Americ. Joum. of Math. 22 (1900) p. 66. 



Metzlersches Theotem. XOl 

Wir nehmen als die n Elemente die Zahlen 1,2, 3,... n und 
bilden aus ihnen alle Gn\l, . . . n]. Jede dieser Combinationen soll 
in sich gut geordnet sein. Auch die Gesammtheit der Combinationen 
soll gut geordnet werden, d. h. die als Zahl gelesene höhere Com- 
bination soll auf die niedere folgen. Wir schreiben sie gemäss dieser 
Ordnung nieder in der abkürzenden Bezeichnung 

[1], [2], L3],... [a],... M. 
Die Anzahl x ist natürlich gleich Gn^ ~ ( ^j- ^^^ (^ ~" ^) Elemente, 

welche nicht in einem [a] vorkommen, fassen wir gut geordnet in 
[a]' zusammen, so dass also x complementäre Complexionen 

[1]', [2]', [3]',... K,... M' 

entstehen. Dann bedeute [a][a]' diejenige Complexion w*®' Classe 
welche mit den h gut geordneten Elementen von [a] beginnt und auf 
sie die (n — Je) gut geordneten Elemente von [a]' folgen lässt. Je 
nachdem dabei [a][a]' eine gerade oder ungerade Anzahl von In- 
versionen hat, geben wir der Complexion das Zeichen -f oder — 
und schreiben dementsprechend [a] [a]'= + [1, 2, . . . w] oder = — [1, 2, ... w]. 
Unter der Summe 

[a][a]' + [&][6]'+... 

verstehen wir die Folge der eben definirten mit + oder — ver- 
sehenen einzelnen Complexionen. 

Aehnliche Festsetzungen sollen für [«]'[«], . . . gelten. 

Es mögen [a][a]' und [a]'[a] bezw. q und r Inversionen ent- 
halten. Da diese nur durch die Vergleichung der Elemente von [a] 
mit denen von [a]' entstehen, indem die jeder Klammer in sich gut 
geordnet sind, und da jede solcher Elementen -Vergleichungen eine 
Inversion entweder in [a][a]' oder in [a]'[a] ergiebt, so ist 

und also q + r=^1c(n-Jc) 

(a) [a]'[a]^[a][a]'.(-^ !)*(«-*). 

Nun betrachten wir die beiden Summen 

(ßi) [i][i]' + [2][2]'+.-.+ MM', 

(ß») [l]'[l] + [2]'[2] + --- + M'[x], 

und bezeichnen mit (p{n, Je) den Ueberschuss der Summanden aus (/Sj), 
welche eine gerade Anzahl von Inversionen haben, über diejenigen, 
welche eine ungerade Anzahl von Inversionen haben. Dann ist 
für (/Jj) dieser Ueberschuss natürlich qp (w, w — Je), und wir können 
die Smnme (ß^) und (/S^) bezw. 

(ri) ()p(w,Äj).[l,2,3,...n], 

(y^) ()p(w,w-Ä). [1,2,3,. ..w] 
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Wendet man (a) auf (ß^) nnd (ß^) an, so folgt 

(*) (f (n, h) = (- !)*(«-*) 9 (w, w - i); 

nnd für Ä = 1 wird 

[1]«=1, [2] =2, [3] =3,... N=m; 

[1]' = 2,3,4,.., [2r = l,3,4,... [3r = l,2,4,... [n]' = l,2,...n-l5 

(s) (p(2m,l)-0, <3p(2m+l,l)-l, 

da die Complexionen [a] [a]' abwechselnd + und — Zeichen haben. 
Ferner ist ersichtlicher Weise für Ä«=w und wegen (tf) fiir Ä=0 

(§) yKw)-!; <3p(w,0)«l. 

Wir theilen jetzt die Summanden von (ß^) in einzelne Gruppen, 
derart, dass alle Complexionen der ersten mit dem Elemente 1, der 
zweiten mit 2, der dritten mit 3, . . . der r*®'' mit r beginnen. Zur 

ersten gehören dann ( ^ "~ | ) Glieder, zur zweiten ( ? ~ f ) n. s. f. 

Die r*® Gruppe liefert nun Folgendes: 

[a] » r, a, /3, . . . *; [a]' = 1, 2, . . . (r - 1), «, g, . . . -&; 

[a] [a]' « r, a, ^, . . . (J, 1, 2, . . . (r - 1), ., g, . . . ^; 

[a]'[a] = 1, 2, . . . r - 1, 5, g, . . . '^, r, a, /3, . . . *. 

Hierbei sind die a, ß,,.. d, €, g, . . . -Ö* auf alle möglichen Arten aus den 
Elementen (r + 1), (r + 2), . . . n permutirt; und nach der Schluss- 
bemerkung von § 54 kann man fiir die Abzahlung der Inversionen 
diese Elemente auch aus 1, 2, ... (w — r) permutiren. 

Bei [a][a]' treten, unabhängig von a, /3, . . . a, g, . . ., zunächst 
als Inversionen die auf, welche von r, a, /3, . . . tf gegenüber den 
kleineren l,2,...(r — 1) stammen u.s.w. Das sind Ä;(r — 1). Femer 
treten, abhängig von a, /3, . . . 6, g . . . die Inversionen auf, welche aus 
dem Verhältnisse der a, /3, . . . d gegenüber a, g, . . . # stammen. Dies 
liefert, wenn die folgende Summe auf. die r*® Gruppe erstreckt wird, 

£[a]\_ay = (- l)*(--i)(p(n - r, Ä - 1) • [1, 2, . . . w]. 

Summirt man daher weiter über r, so ergiebt sich, 

[1][1]' +...+ MM' = [1, 2, . . .»] • {<)p(«- 1,A;- 1) + 

+ i-iy(p{n - 2,h -1) + (-l)"<p(n-d,h-l) + - 
+ (- l)("-*)*(p (fc - 1, Ä - 1)}, 
d. L nach (yj 

/^N fin,^) - <)P(« - 1, Ä - 1) + (- l)*<)p(» - 2, A; - 1) + 

W + (_i)2*y(„_3^;fc_l) + . .. + (_!)(— i)*y(Ä_l,fc_l). 

Setzt man hierin (« — 1) statt n und nmltiplicirt mit (— 1)*, dann folgt 
(%) <P(n,k) = g)(» - 1,Ä; - 1) + (-1)*9>(» - 1,*). 
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Nun wenden wir (17J auf das erste^ das dritte^ das fünfte^ . . . 
Glied der rechten Seite von (rj[) an; dann hebt sich die Hälfte der 
Glieder fort^ und es bleibt zurück 

(%) 9>(n,^) - qp(n — 2,& — 2) + 9(w - 4,Ä;- 2) + ^(w -6,ä;-2) + • • • 

Tragt man hierin n = 2m ein und der Reihe nach fc «— 3, 5, 7, . . ., 
80 folgt wegen (s) 

A) (p (2m, 2^ + 1) - 0. 

Hiernach liefert (rj^) die Resultate 

(p (2m + 1, 2q) = q> (2m, 2q — l) + q> (2m, 2q) = 9? (2m, 2g); 
^(2m + l, 2q+l) ^(p(2m, 2q) - 9? (2m, 2q+l) = 9?(2m, 2qy 

d. h. man erhält die Gleichungen 

B) (f (2m + 1, 2q) = y (2m + l,2q + l)^(p (2m, 2g). 

Es reicht also für die Kenntniss sämmtlicher (p aus, dass man 
noch qp (2m, 2q) kenne. Diese Fimction wollen wir deshalb be- 
rechnen. Wir benutzen dazu wieder (rj^) und setzen in diese Formel 
für n und Je ein 2m und 2q, Dann entsteht 

(f (2m, 2q) - 9 (2m - 1, 2q-l) + q> (2m - 1, 2q), 

also nach 6) 

= 9? (2m - 2, 22 - 2) + 9> (2m - 2, 2g). 

Gesetzt nun, man wüsste bereits, dass 

(t) (p(2a,2ß)^('i\ ^ P = l,2,...g-1; a beüebig, 

dami ergiebt die vorhergehende Gleichung 

80 dass (§) auch für a = m, ß — q gilt. Nun ist femer nach (%), (g) 
(p(2»», 2) - (p(2m - 2, 0) + q)(2m - 4, 0) + • • • + <p(0, 0) = »» = (^^ 
9(23,2g)-l = («), 

so dass der Beweis durch strenge Induction geliefert ist. 

Wir haben also die Resultate erlangt, welche das Ziel unserer 
Untersuchungen waren, nämlich A) und 

B') (p(2m + l,2q) - (p(2m + l, 2q + l) « ip(2m, 2q) = (^). 
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Die folgende Tabelle liefert för die in A) und B) ausgesprochenen 
Theoreme einige Beispiele. 

9(6,2) 9(6,3) 9(7,2) 9(7,5) 



[«] 


[«]' 


I 


[«] 


M' 


I 


W 


W 


I 


W 


[«]' 


I 


56 


1234 


8 


456 


123 


9 


34567 


12 


10 


67 


12345 


10 


46 


1235 


7 


356 


124 


8 


24567 


13 


9 


57 


12346 


9 


45 


1236 


6 


346 


125 


7 


23567 


14 


8 


56 


12347 


8 


36 


1245 


6 


345 


126 


6 


23467 


15 


7 


47 


12356 


8 


35 


1246 


5 


256 


134 


7 


23457 


16 


6 


46 


12357 


7 


34 


1256 


4 


246 


135 


6 


23456 


17 


5 


45 


12367 


6 


26 


1345 


5 


245 


136 


5 


14567 


23 


8 


37 


12456 


7 


25 


1346 


4 


236 


145 


5 


13567 


24 


7 


36 


12457 


6 


24 


1356 


3 


235 


146 


4 


13467 


25 


6 


35 


12467 


5 


23 


1456 


2 


234 


156 


3 


13457 


26 


5 


34 


12567 


4 


16 


2345 


4 


156 


234 


6 


13456 


27 


4 


27 


13456 


6 


15 


2346 


3 


146 


235 


5 


12567 


34 


6 


26 


13457 


5 


14 


2356 


2 


145 


236 


4 


12467 


35 


5 


25 


13467 


4 


13 


2456 


1 


136 


245 


4 


12457 


36 


4 


24 


13567 


3 


12 


3456 





135 


246 


3 


12456 


37 


3 


23 


14567 


2 








134 


256 


2 


12367 


45 


4 


17 


23456 


5 








126 


345 


3 


12357 


46 


3 


16 


23457 


4 








125 


346 


2 


12356 


47 


2 


15 


23467 


3 








124 


356 


1 


12347 


56 


2 


14 


23567 


2 








123 


456 





12346 


57 


1 


13 


24567 


1 














12345 


67 





12 


34567 






Die nnter I stehenden Zahlen geben die Anzahl der Inversionen 
in den links davon befindlichen Oomplexionen an. Die 9 werden 
durch den Ueberschuss dieser unter I stehenden geraden über die 
ungeraden Zahlen gegeben. Daher ist 

9(6,2)-9-6, 9(6,3)-10-10, 9(7,5)-12-9, 9(7,2)-12-9, 

wie es den Sätzen A) und B) gemäss sein muss. — 

Wir verlassen jetzt die Untersuchungen über die Inversionen^ 
um zu einem anderen Gegenstande überzugehen, der mit den Permu- 
tationen in enger Beziehung steht. 
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% 60, Bienaym^*) hat den BegriflF der Folgen oder Sequehzen 
bei Permutationen eingeführt und geometrisch gedeutet. Wemi die 
Elemente 1,2, 3,... w permutirt werden, und wenn ii^ij; «s,. . . in 
eine der Permutationen ist, so bilden wir, die Differenzen der 
(n — 1) Paare auf einander folgender Elemente 

h — h} h — h} h-'h}'" in — in^i 
und betrachten ihre Vorzeichen, die, wie gewöhnlich, durch sgn 
bezeichnet werden, 

sgn (4 - it), sgn (i^ — tj), . , . sgn {in - i„-i). 

Eine Folge oder Sequenz umfasst alle die auf einander folgenden 
GHeder iay ia+i, »«-f-s, ... V; für welche die Beziehung gilt 

sgn (ia — 4-0 =4= sgn (ia+i — ia) = sgn (ia+s — ia+i) = • • • 
= sgn (iß — iß^i) =4= sgn (^^4.1 — iß), 

fürwelche also i«,...*^ eine abgeschlossene Reihe von steigen- 
den oder von fallenden Zahlen bildet. Die Sequenzen werden 
daher von den Anfangs-, den End-, den Maximal- und den Minimal- 
Elementen der Permutation begrenzt, wenn als Maximal- und Minimal- 
Elemente diejenigen bezeichnet werden, welche grösser bezw. kleiner 
als die unmittelbar sie umgebenden sind. 

Es giebt also z. B. 53247 61 die 3 Sequenzen 

5,3,2; 2,4,7; 7,6,1. 

Die Sequenz wollen wir steigend oder fallend nennen, je 
nachdem sgn(io-|.i — ia) = + 1 oder — 1 wird. 

Die geringste Anzahl der in einer Permutation möglichen 
Sequenzen ist 1; die grösste ist (n — 1). In dem letzten Falle sind 
alle auf einander folgenden Signa abwechselnd. Daher nennt 
D. Andre**) Permutationen von n Elementen mit (n — 1) Folgen 
alternirende; solche mit (« — 2) Folgen heissen bei ihm quasi- 
alternirende. 

Eine geometrische Darstellung der Sequenzen kann man folgender- 
massen geben. 

In der Ebene der XY markirt man in einem rechtwinkligen 
Coordinaten- System die Punkte {Xyy) = {a,io) und verbindet je zwei 
unmittelbar auf einander folgende («, i«) nnd (a+lj^a+i) dttrch 
eine Strecke. So entsteht eine gebrochene Linie von der Horizontal- 
lange (n — 1). Jeder ununterbrochen steigende oder ununterbrochen 
fallende Seitenzug bildet eine Sequenz. Die Maxima und die Minima 
der Erhebung der gebrochenen Linie über die X-Axe bilden die 
Uebergangspunkte von einer Sequenz zur benachbarten. 

*) Paris C. R. 81 (1876) p. 418. 
**) Paris C. R. 97 (1883) p. 988, p. 1866. 
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§ 61« Andr^ bezeichnet mit P^,« die AnzaU der Permutationen 
aus den Elementen 1,2, .. .n, welche genau s Folgen oder Sequenzen 
haben. Pn,i ist gleich 2, da es hierhergehörig nur die beiden 
Permutationen 1 2 3 ... w und n (w — 1) (n — 2) ... 2 1 giebt, deren 
erste steigt, während die zweite fällt 

Um eine , Recursionsformel für P«,, abzuleiten, wollen wir die 
Aenderungen untersuchen, die in der Sequenzenzahl vor sich gehen, 
wenn man einer Permutation aus 1, 2, ... n noch ein neues Element 
(n 4- 1) an irgend einer Stelle zufügt.*) 

L Tritt (n + 1) an den Anfang der Permutation, und ist dies 

zugleich der Anfang einer steigenden Sequenz, so yermehrt 

sich die Anzahl der Sequenzen um 1; 
n. tritt (n+ 1) an den Anfang der Permutation, und ist dies 

zugleich der Anfang einer fallenden Sequenz, so bleibt 

ihre Anzahl ungeändert; 
m. tritt (n + 1) an das Ende der Permutation, und ist dies 

zugleich das Ende einer steigenden Sequenz, so ändert sich 

die Anzahl derselben nicht; 
IV. tritt (n + 1) an das Ende der Permutation, und ist dies 

zugleich das Ende einer fallenden Sequenz, so wächst die 

Anzahl der Sequenzen um eine Einheit; 
V. tritt (n + 1) an die zweite Stelle der Permutation, und tritt 

es dabei in eine fallende Sequenz, so yermehrt sich die 

Anzahl der Sequenzen um 1; 
VI. tritt (n + 1) an die vorletzte Stelle der Permutation, und 

tritt es damit in eine steigende Sequenz, so vermehrt sich 

die Anzahl der Sequenzen um 1; 
Vn. tritt (w + 1) an die vorletzte oder letzte Stelle einer steigen- 
den Sequenz, die nicht am Ende der Permutation steht, so 

ändert sich die Anzahl der Sequenzen nicht; 
Vlil. in allen anderen Stellungen von (w^-f 1) vermehrt sich die 

Anzahl der Sequenzen um 2. — 

Von all diesen Sätzen überzeugt man sich durch die Anschauung 
ohne Weiteres. 

Hiemach können die zu P«+i,« gehörigen Permutationen nur 
aus den zu P«,,, den zu P»,,— i und zu Pn,t—% gehörigen Permu- 
tationen von 1, 2, ... n durch Hinzuftigung des (n + 1) entstanden 
sein. Um zu untersuchen, wie oft dies in den einzelnen Fällen ge- 
schieht, charakterisiren wir die Permutation von n Elementen durch 
ihre steigenden Sequenzen „st." und durch ihre fallenden „fa."; wir 

•) D. Andrä, Ann. de Ytc. norm. (8) 1 (1884) p. 121. 
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haben mit Hinsicht darauf, welchen Charakter die erste und welchen 
die letzte Sequenz der Permutation hat, vier Schemata 

a) st. fa. st. fa.; 

ß) 8t. fa. st. fa. st.; 

y) fa. st. fa. st., 

d) fa. st. fa. st. fa. 

Auf wie viele Arten kann aus einer P„ mit s Sequenzen eine 
P„-j-i mit gleichfalls s Sequenzen entstehen? Es kommen die Fälle 
U., m., VII., in Betracht. 

Bei a) liefert VII. 2 • 2 = 4 Stellungen; allgemein s Stellungen 
für die Placirung von (n + 1), durch welche die Anzahl der Sequenzen 
nicht geändert wird. 

Bei ß) liefert VII. 2 • 2 SteUungen und III. 1 für (n + 1); zu- 
sammen 5 und allgemein s SteUungen für (n + 1), bei denen die 
Sequenzenzahl s bleibt. 

Bei y) liefert VH. 2 SteUungen; 11. und III. je eine; zusammen 
4 und allgemein s SteUungen, bei denen die Sequenzenzahl s bleibt. 

Bei d) üefert VH. 2 • 2 SteUungen und 11. eine; es ergeben sich 
im allgemeinen FaUe wieder s. 

Folglich liefern die P^,, auf diese Weise sP«,, als Bei- 
trag zu P»+i,^ 

Auf wie viel Arten kann femer aus einer P„ mit (s — 1) Se- 
quenzen eine Pn+i mit s Sequenzen entstehen? Es kommen die 
FäUe L, IV., V., VI. in Betracht. 

Bei a) liefert I. eine SteUung, IV. eine SteUung für (w + 1); 
zusammen zwei. 

Bei ß) liefert I. eine SteUung, VI. eine SteUung für (n + 1); 
zusammen zwei. 

Bei y) liefert V. eine SteUung, VI. eine SteUung für (w + 1); 
zusammen zwei. 

Bei *) liefert IV. eine SteUung, V. eine SteUung für (w+ 1); 
zusammen zwei. 

Folglich liefern die P«,,— i auf diese Weise 2P„,,_i als 
Beitrag zu P^-j-i,,. 

Auf wie viel Arten kann endlich aus einer P„ mit (s — 2) Se- 
quenzen eine P„+i mit s Sequenzen entstehen? Es kommt VIIL in 
Betracht. 

In aUen FäUen sind nur noch (n-fl) — (s — 2)— 2 = n + l — 5 
Stellen durch die beiden vorher besprochenen EventuaUtäten übrig 
gelassen; folglich liefern die P«,«— 2 auf diese Weise 

(n + l-5)P„,,-2 
als Beitrag zu P^+i,,. 
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Demnacli wird sich durch Znaammenfassung ergeben 

P^+l,, = sPn,. + 2Pn,.-i + (W + 1 - S) P„,.-2 

oder anders geschrieben 

(1) P„,, = sPn-l,. + 2P„_i,.^i + (W - S) Pn-l,.-2. 

Dabei ist femer zn setzen 

(la) Pn,l--2, Pn,2 = 2Pn^i,2 + 4 

P».n+x = (h = 0,1,2,...). 

Aus diesen Formeln kann man die folgende Tabelle für P«,, be- 
rechnen.*) 

5=1234 5 6 7 ... 



« = 2 


2 












3 


2 


4 










4 


2 


12 


10 








5 


2 


28 


58 


32 






6 


2 


60 


236 


300 


122 




7 


2 


124 


836 


1852 


1682 


544 


8 


2 


252 


2766 


9576 


14622 


10332 2770 



§ 63. Wir wollen einige Eigenschafken der Zahlen P„,, her- 
leiten. 

Zuimchst folgt aus (la), dass alle Pn,2 durch 4 theilbar sind. 
Denn P2,2 ist =0 und also durch 4 theilbar, folglich ist auch Pg.s 
durch 4 theilbar. Daraus folgt das Gleiche für Pi^g u. s.f. 

Alle P„,8 sind gerade; alle P„,4 durch 4 theilbar; alle 
■Pn,5 gerade; u. s. w. Dies wird auf dieselbe Art bewiesen. — 

Für die erzeugende Function der P„,2 nämlich 

f{x) = P3,2 + P4,2a; + P5,2iC' + • • • 

ergiebt sich nach der gewöhnlichen Methode init Hülfe der Reduc- 
tionsformel (la) ^r^— ^ 

und daraus ^ . ,^ ^ 

P.,2 = 4(2»-«-l), 

was sich auch direct beweisen lässt. 

Aus der Bedeutung der Pn,m folgt sofort 

(2) 2^-*==**' 

Es ist femer**) «_ i~ 
(3) ^'(-l)*^-*'^- 



*) Bei Andrö ist irrthümlicli P8,8 = 3012 gesetzt. 
**) Ann. de TÄc. norm. (3) 1 (1884) p.l21. 
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Bilden wir namlicli mit Hülfe von (1) 

+ P^.. == sP»_i,, + 2P^_i,.«i + (n - «)P„-i.,^s, 
(a) -P„,.^i (s-l)Pn-i,.-i-2P„^i,.-2~ (n-s + l)P«^i.^8, 

+ P„,,_S = (s-2)P„-.i,,-2+2Pn-l,.-8 + CW-5 + 2)P„-i,,-4, 

80 sieht man, dass bei der Summirung rechts das P„— i,,— 2 niit 

(n - s) — 2 + (s — 2) = n - 4 
multiplicirt erscheint. Es wird daher 

V(- l)*-iP„,» = («-4)2(-l)*-^-Pn-1.*, 

nnd ist die rechte Seite gleich Nnll, so ist es auch die linke. Da für 
n « 4, 5, 6 der Satz (3) richtig ist, so gilt er hiemach allgemein. — 
Weiter lässt sich die Beziehung Herleiten 

(4) 2*A* = ^-«I 

Multipliciren wir nämlich die Gleichungen (a) der Reihe nach mit 
5, - (s — 1), (s — 2), . . . und addiren die Producte, so tritt rechts 
das Pn»i,,_2 mit 

«(n-5) + 2(5-l) + (s~2)(s~2)=n«-25+2=(n-2)(s-2)+2(n-l) 
multiplicirt auf; ebenso tritt P„-i,,— s mit 

(5-l)(n-s + l) + 2(s~2) + (s-3)(5-3) = ns~2s-n + 4 
= (n-2)(s-3) + 2(n-l) 

multiplicirt auf, und in gleicher Art geht es weiter. Folglich wird 
miter Benutzung von (2) 

2*^«,* = (n -2)2*^»-!,* + 2(n - l)^^«-!.* 
= (n - 2)2'*^«-i,* + 2(« - 1) • (n - 1)1 

k = l 

Wäre ntm der Satz (4) schon für (« — 1) als richtig erkannt, 
dann ivürde der letzte Aasdmck den Werth annehmen 

= (« - 2) • ^^(n -^ 1)1 + 2(m - 1) . (n - 1)! 

(2n«-7n+6)4-6n-6 , ... 

= g {n - 1)1 

2n-l , 
3— «1, 
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folglicli würde (4) auch für n richtig sein. Nun zeigt die Tabelle 
am Schlüsse des yorigen Paragraphen die Gültigkeit von (4) für 
n=^2,3, 4; folglich ist die Allgemeingültigkeit des Satzes bewiesen. 
Die Summe auf der linken Seite von (4) giebt an, wie viele 
Sequenzen überhaupt in sämmtlichen Permutationen von l,2y.,.n 
vorkommen. (4) liefert daher das Resultat, dass diese Permutationen 

durchschnittlich ( — ^^j Sequenzen aufweisen. 

§ 63. Die letzten Glieder jeder Zeile unserer numerischen 
Tabelle aus § 61 sind die Werthe P„,n-i, die sich auf die alter- 
nirenden Permutationen beziehen, 

2, 4, 10, 32, 122, 544, 2770,... 

Der einfacheren Rechnung halber schreiben wir 

und haben also für die Ä^, Ä^, Ä^, ... die Reihe der Werthe 1, 2, 
5, 16, 61, 272, . . . 

Nun kann man jeder Permutation eine andere zuordnen, bei der 
jedes Element x durch (n + 1 — x) ersetzt wird. Dadurch geht die 
erste in eine andere von gleich vielen Sequenzen über, nur dass aus 
jeder steigenden Sequenz eine fallende geworden ist und umgekehrt. 
Es giebt also gleich viele zu P«,« gehörende Permutationen, welche 
mit einer steigenden, und welche mit einer fallenden Sequenz be- 
ginnen. Man kann sonach An als Anzahl der altemirenden Permu- 
tationen ansehen, die mit einer steigenden Sequenz beginnen, oder 
auch als Anzahl derer, die mit einer fallenden Sequenz beginnen, 
oder als Anzahl derer, die mit einer steigenden bezw. einer fallenden 
Sequenz enden. 

Wir leiten jetzt eine Recursionsformel för An her.*) 
Zu dem Zwecke denken wir uns das höchste Element n an der 
Jc^^ Stelle stehen, also links von ihm (Je — 1) und rechts von ihm 
(w — k) Elemente. Bei einer altemirenden Permutation müssen nun 
die ersten (Je — 1) für sich eine altemirende Permutation bilden; sie 
müssen femer mit einer fallenden Sequenz enden, weil eben nach n 
hin die Elemente steigen müssen; die letzten (n — Jc) Elemente müssen 
gleichfalls eine altemirende Permutation bilden, und sie müssen end- 
lich mit einer steigenden Sequenz beginnen, weil das nächste auf n 
folgende Element < n ist. Ist also die Gesammtheit der ersten 
(Je — 1) und die der letzten (n — Je) Elemente schon gewählt, so giebt 
es Ak—i • An—k solche Permutationen. Die Wahl der Elemente kann 
auf CnSi^ Arten vor sich gehen, so dass für die Stellung des höchsten 

*) Andrd, Joum. de Math. (8) 7 (1881) p. 167. 
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Elements an Ä*«' Stelle sich Cn^i^Äk^i • -4«-.* Permutationen ergeben. 
Summirt man über Ä = 1, 2, 3, . . . n, so folgt die Recursionsformel 

(5) 2 An = (7i?Li^ A-i + CiliÄ,An^, + Ci!Li^^,«8 + • • • 

Hierbei ist -4q = ^^ = ^ = 1 zu setzen. 

Die Formel (5) vereinfacht sich bei der Einführung von 

0^* = -;^ (h=:0,i,2,...) 

Man erhält nämlich fiir diese a die bequemere Relation 

(5a) 2« • a„ = a^an^i + (h^n-i + (h^n-s H h an-i^o- 

Wir wollen nun die erzeugende Function der ax 

f(z) =« «0 + ^1^ + fh^^ + »8^'+ • • • 
zu bestimmen suchen. Es wird 

p(0) == ao* + («0«! + <h%)is + (a^Oi + a^a^ + a^a^z^ + • • • 
= «0* + 2 • 2a^e + 2 • Za^z^ + • • • 

und da «q* =1, «1 = 1 ist, so haben wir 



l+f\z) 2' 



arc tang f(ji) = j e + est. 

Weil femer für ä — der Werth von f(e) zu «j = 1 Y^^d, so 
ist die Gonstante «--j-, und also folgt 

/•(^)-tang(| + j). 
Wir haben daher*) das Schlussresultat 

(6) tang(j + |)=Jo + A{ + ^f; + 4,|i + -"- 

Aus (6) fo^ 
(6a) tang(J-|) = A-^{ + Af;-Af;+-- 

Weil nun bekanntermassen 

^ tang (f + l) -tang (|-l) = tang. 

*) Andrö, Par. C. R. 88 (1879) p. 966. 
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ist, so ergiebt sich durch Addition und Subtraction von (6) und (6 a) 

(7) ^ gi g6 gl 

Multiplicirt man (6) mit (6 a) und bedenkt, dass das Frodnct 
der linken Seiten gleich 1 wird, so erhält man 

(8) cw ^^ j_^_cfw 1 AA-,+ ci*li J,^._,-. . .±cSiri^>A-iA=o. 

Combinirt man (8) mit (5), so folgen die beiden Formeln 

Die Formeln (5) und (9) sind Relationen zweiten Grades zwischen 
den Ax. Man kann leicht auch Relationen ersten Grades ausfindig 
machen. Setzen wir in die Identitäten 

, Biaz 1 1 

° cos« COBZ cos« 

auf den linken Seiten die Entwickelungen (7), auf den rechten 
Seiten für Zähler und Nenner die gewöhnlichen Potenzreihen ein, 
so entstehen die Gleichungen 

(j e Ä e^ ä z'^ \ /^ z* z*^ \ z^ z^ 

^»lT + ^3! + ^6!+"-)(^~2T+4!-"-j = ^-8!+6! — ■' 

und durch Entwickelung und Vergleichung der Coefficienten gleich 
hoher Potenzen von z ergiebt sich 

Weitere Relationen liefert die Arbeit von D. Andre (Joum. 
de Math. 7 (1881) p. 167). Wir notiren zu baldigem Gebrauche noch 
die Ableitung von (6) 

(11) 2cos.(| + l)^^'^^^"^^^'^^*^'^'" 

§ 64. Wir woUen noch kurz die quasi-alternirenden Per- 
mutationen, die von Andre gleichfalls ausführlich behandelt worden 
sind*), streifen. Es sind dies die Permutationen von w Elementen, 
welche (n — 2) Sequenzen besitzen. 

*) Joum. de Math. (6) 1 (1896) p. 316. 
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Ans (1) folgt, da Pn~i,»_i nacli (la) gleich Null wird, 

■Pfi,n— 1 == 2P«— i,n — 2 + Pn--l,n— 8 

und also 

Pn_l,n-8 = 2Än — ^Än^V 

Setzen wir nun die Anzahl der quasi -altemirenden Permutationen 

Pn,n— 2 = 2^„, 

SO wird die letzte Formel zu*) 

(12) Bn=^Än+l-2Än 

werden. Da A^ = A^ = A^=l ist [vgl. Formel (5)], so haben wir 

5o--l, 5x=-l, ^2=0, 

^3=1, 5^ = 6, ^5 = 29, 5e = 150,... 
Aus (11) und (6) folgt unter Berücksichtigung von (12) 

Durch einfache Transformation gestalten wir die linke Seite um 
und erhalten 

(13) L=l^=yB,4 

^ ^ l — Bmz ^^ x! 

Hieraus folgt weiter, wenn man z in. {— z) umwandelt, 

1 — 2 cos « 



x»0 

und durch Addition und Subtraction von (13*) zu (13) 

1 — 2C0BZ 



x»0 

btraction von (13*) 

(l-2co8g) Bing 73^,7? ^'i7? ^'^ \ 
^^^ =^B,Z+B,j-^ + B,j-^+..^. 

§ 66. Wir haben die Permutationen in zwei Classen ver- 
theilt (§ 58), je nachdem die Anzahl der in ihnen vorkommenden 
Inversionen gerade oder ungerade ist. Andre vertheilt sie auch in 
zwei Arten**) und rechnet zur ersten Art alle diejenigen Permu- 

♦) Soc. Philom. Bull. 8 (1896) p. 5. 

♦^ Par. C. R. 116 (18S2) p. 872. — Bull. Soc. Philom. Pai-. (8) 6 (1893) p. 33. 
Netto, Combinatorik. 8 
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tationeii; welche eine gerade Anzahl von Sequenzen besitzen^ nnd zu 
der zweiten Art alle diejenigen mit einer ungeraden Anzahl von 
Sequenzen. Femer lasst er beide Eintheilungsprincipien in einander 
greifen, derart, dass er vier Gruppen von Permutation aufstellt. 
Es gehört eine Permutation in die 

Gruppe, wenn die Liversionenzahl und die Sequenzenzahl 

L gerade gerade 

n. ungerade gerade 

in. gerade ungerade 

IV. ungerade ungerade 

ist. Wir beweisen nun: Für w >^6 gehören jeder Gruppe gleich 
viele Permutationen an. 

Diesen Satz stützen wir auf den folgenden: Vertauscht man 
in einer Permutation zwei Elemente mit einander, von 
denen keins am Anfange oder am Ende steht, noch auch 
dem Anfangs- oder dem Endelemente unmittelbar benach- 
bart ist, dann ändert sich die Sequenzenzahl entweder 
garnicht oder um eine gerade Zahl. Denn in der That, da die 
beiden Anfangs- und die beiden Endelemente nicht berührt werden, 
so bleibt der Charakter des Anfangs, ob er zu einer steigenden oder 
einer fallenden Sequenz gehört, unangetastet; und Gleiches gilt 
vom Ende der Permutation. Behalten diese beiden aber denselben 
Charakter, dann ist die Anzahl der Sequenzen bei der ursprünglichen 
und bei der geänderten Permutation gleichzeitig eine gerade, oder 
gleichzeitig eine ungerade. Hiermit ist der Hülfssatz bewiesen. — 

Dadurch, dass man nun in allen Permutationen von n ^ 6 Ele- 
menten das dritte und das vierte Element gegen einander trans- 
ponirt, ordnet man je zwei und zwei der Permutationen einander zu. 
Zwei solche gehören nach dem eben bewiesenen Hülfssatz zu der- 
selben Art, und nach § 54 zu verschiedenen Classen. Also vertheilen 
sich alle Permutationen der gleichen Art zu gleichen Anzahlen in 
die beiden Classen. Da es femer nach § 62 (3) gleich viele Permu- 
tationen von jeder Art giebt, so gehören gleich viele Permutationen 
in jede Gruppe. 

Bei w = 2, 3, 4, 5 versagt der Beweis, weil es in diesen Fällen 
nicht zwei Elemente giebt, die beide gleichzeitig um mindestens drei 
Stellen vom Anfange und vom Ende entfernt sind. 

Bei n «= 2 gehört 1, 2 zur Gruppe III, und 2, 1 zur Gruppe IV. 

Bei n — 3 gehören 2, 3, 1 und 3, 1, 2 zur Gmppe I; 1, 2, 3 zur 
Gruppe IE; 1, 3, 2 und 2, 1, 3 zur Gmppe H; 3, 2, 1 zur 
Gmppe IV. 

Bei n « 4 gehören der Reihe nach 4, 8, 8, 4 Permutationen 
bezw. in die Gruppen I, H, HI, IV. 



Classe, Art und Gruppe der Permutationen. \\^ 

Aucli bei n >= 5 überzeugt man sich durch Abzählen; dass di^ 
Permutationen sich nicht gleichmässig in die vier Gruppen vertheilen« 

§ 66. Wir haben in § 54 als inverse Permutationen zwei 
solche bezeichnet, bei denen eine jede aus der andern durch Um- 
kehrung der Beihenfolge ihrer Elemente entsteht; so sind 35172684 
und 4862 7153 invers. 

Wir wollen femer als complementäre Permutationen zwei 
solche bezeichnen, bei denen die eine aus der andern dadurch ent- 
steht, dass man jedes Element a durch (w + 1 — a), sein Complement 
zu (n + 1) ersetzt, wenn w die Elementenanzahl bedeutet; so sind 
35172684 und 64827315 complementär.*) 

Zwei zu einander inverse ebenso wie zwei zu einander com- 
plementäre Permutationen haben, wie man sofort erkennt, gleich viele 

enzen und ihre Inversionen ergänzen sich der Anzahl nach zu 



2-w(n — 1). Folglich gehören je zwei inverse und je zwei 

complementäre bei n=»4v und 4i/ -f 1 in eine und dieselbe 
Classe und deswegen in dieselbe Gruppe. Bei n==4i; + 2 
und 4v -f 3 dagegen gehört je eine von zwei inversen und 
je eine von zwei complementären in die eine, die andere 
in die andere Classe und also in die erste und zweite oder 
in die dritte und vierte Gruppe. 

Man erkennt leicht, dass die complementäre der inversen 
Permutation gleich der inversen Permutation der com- 
plementären ist. Daraus folgt, dass im Allgemeinen die Gesammt- 
heit der Permutationen sich in Vierer-Complexe**) theilt, deren vier 
Individuen unter einander complementär oder invers sind. So bilden 

35172684, 48627153, 64827315, 51372846 

einen Vierer- Complex. In besonderen Fällen ist es möglich, dass 
die complementäre und die inverse Permutation einer Permutation 
einander gleich werden. Dann giebt es nur zwei so mit einander 
verbundene, die wir zusammen einen Zweier-Complex nennen. 
Ein Beispiel hierfür giebt 

31427586 und 68572413. 

Durch das x*® Element solcher Permutation wird das (n+1— x)*® 
bestinmit; ist das erstere = a, so wird das zweite (n -f- 1 — a). Ist 
n = 2v 4- 1, dann muss an (v + 1)^' Stelle das Element (v + 1) 
stehen; es bleiben also nun hier nur noch 2v Elemente zur Ver- 

*) Andrd gebraucht die Bezeichnung „symmetrisch". 
•*) Andr^ nennt sie (1. c.) „assemblages ordinaires" und die Zweier- 
Complexe, von denen sofort die Bede sein wird, „assemblages singoli^res". 

8* 
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theilung übrig. Es sei nun n=^2v oder (2v + 1). Danacli kann 
man das erste Element in beiden Fallen auf 2v Arten w'ahlen; 
das zweite darauf; weil ausser dem ersten auch das letzte bestimmt 
ist, auf {2v — 2) Arten, das dritte auf (2v — 4) Arten, u. s. f. Es 
giebt sonach 2v (2v — 2) (2v — 4) ... 4 • 2 Permutationen, die in 
einen Zweier- Complex eintreten können, und halb so viele Zweier- 
Complexe selber. 

Sind a und b die beiden ersten Elemente einer Permutation 
eines Zweier- Complexes, so sind (w-f 1 — 6), (n-f 1 — a) die letzten. 
Ist h> a, so ist auch w-fl — a>n + l— &, so dass der Charakter 
der Anfangs- und der End- Sequenz als steigend oder als fallend der 
gleiche ist. Folglich hat solche Permutation eine ungerade Anzahl von 
Sequenzen und gehört deshalb der dritten oder der vierten Gruppe an. 

Vertauscht man in einer Permutation eines Zweier- Complexes 
das erste und das letzte Element mit einander, so entsteht eine neue 
Permutation eines Zweier -Complexes; diese gehört in Folge der 
Transposition zu einer anderen Classe. Also gilt der Satz: Alle 
Permutationen der Zweier- Complexe vertheilen sich in 
gleicher Anzahl auf die dritte und auf die vierte Gruppe. 

Ist n « 4i; -f 2 oder ==4v4-3, so ist (^) ungerade, und 

deshalb gehören die beiden Permutationen eines Zweier- 
Complexes verschiedenen Classen an. 

Weitere derartige Sätze hat Andre (1. c.) zusammengestellt. 
Durch die gegebenen Betrachtungen werden ihre Beweise unmittel- 
bar ersichtlich. Ebenso hat Andr^ weitere Untersuchungen angestellt, 
auf die hier hingewiesen sein möge.*) 

§ 67. Am Schlüsse dieses Capitels, welches sich vorwiegend 
mit der Theorie der Permutationen beschäftigt hat, mögen auch noch 
die Untersuchungen charakterisirt werden, welche T. B. Sprague**) 
anstellt. 

Er bezeichnet eine Permutation durch ein P, und ein Trans- 
formationsverfahren, welches auf sie ausgeübt wird, durch Vorsetzung 
des diese Transformation charakterisirenden Buchstabens. 

So soll der Uebergang zur inversen Permutation durch ein vor- 
gesetztes iy zur complementären durch ein vorgesetztes h, zur ver- 
wandten durch ein vorgesetztes v angegeben werden. Es ist femer js 
das Symbol der cyklischen Elementversohiebung von der Rechten zur 

•) Par. C. R. 118 (1894) p.l026; 119 (1894) p.947; Bull. Soc. math. de Fr. 
21 (1893) p. 181. 

♦*) Transact. of the R. Soc. of Edinb. 37 (1896) p. 899; Proceed. Edinb. 
Math. Soc. 9 (1891) p. 69. 
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Linken, und s das Symbol der Transformation, bei der von jedem 
Element 1 abgezogen und statt das höchste Element n gesetzt 
wird*) 

Sprague bezeichnet femer die Permutation, bei der jedes Ele- 
ment ai auf dem Platze bx steht(A=l,2,...w), durch (a, 6). Dann ist 

i (a, h) = (a,n + l — 6), 

Ä (a, 6) = (w + 1 — ö; V), 

t?(a,6) = (6,a), 

^(a, 6) = (a,6-l), 

s(a,h) = (a — l, h). 

Hieraus folgt sofort, wie die einfache Berechnung zeigt, 

i^P=l, Ä«P=1, t?2P=l; ^P=l, s~P=l. 

i1cP==JciP, hvP = viP, ivP = vhP. 

ikvP = hivP = hvhP = iviP = viTcP = vhiP] 

hviP=ivrP = vP] vJcvP=iP] vivP = 1cP, 

S3(a, 6) = (a— 1, &— 1), zs(ay 6) = (a— 1, 6 — 1), also szP=zsP\ 

Isia, 6) = (2 — a, 6), 5Ä(a, 6) = (— a, 6); 

lz{ay 6) = (1 - a, 6 - 1), ;erÄ(a, 6) = (1 - a, 6 - 1), abo Ä;8?P= i^ÄP» 

is(a, 6) = (a — 1, 1 — 6), si(a, 6) = (a — 1, 1 — 6), also isP = 5tP; 

i£^(a, 6) = (a, 2 — 6), ;eri(a, 6) = (a, — 6); 

vs(a,h) = (b, a— 1), st;(a, 6) = (6 — l,a), also 0vP = vsP', 

vz(a, 6) = (6 — 1, a) ;8rt?(a, 6) = (6, a — 1), also svP = t?;8fP. 

Sprague giebt mehrere Beispiele für seine „new algebra^', von 
denen wir eins anführen. Für die sich selbst verwandten Permu- 
tationen gilt die Gleichung 

Daraus fol&H; 

^ s'z^vP^^s'z'P, 

Nun ist nach dem letzten Resultate 

s^i^vP = ^ii^-^(zvP) = s^^-^(vsP) = s^^-\0v[sP]) 
= ^i^-Hs^P = ^v^P = ^-^(sv[^P]) 

= Sf'-'^VZ^P = . . . = V0^S^P= VZ^-^(0S)^^^P 

= vz^-^szs^-'^P =: . . . = V^Ü^P. 
Man hat also schliesslich wegen vP = P 

v{^z^P) = s^^ef^P, 

d. h. jedes der s^^P für Ä = 1, 2, 3, ... (w — 1) ist mit P gleichzeitig 
sich selbst verwandt. 



*) Sprague gebraucht andere Bezeichnungen und noch andere Symbole. 
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§ 68. Au die Bezeichnmig (a, b) wollen wir anknüpfen^ um 
eine Formel für die Inversionszahl von P = (a, h) zu geben und zu- 
gleich ein Theorem über verwandte Permutationen herzuleiten. Ist 

(bezogen auf das Element ai an der Stelle 6^ und das Element a^ an 
der Stelle 6^) gleich + 1, so findet zwischen diesen beiden Elementen 
keine Inversion statt; ist jenes Signum gleich — 1, so findet eine 
Inversion statt. 

^BgiL{ax - af,)(bx - 6^) (X < fi) 

hat also so viele negative Glieder, als Inversionen vorhanden sind. 
Die Ati75i.}i1 aller Glieder ist aber (^j. Folglich wird die doppelte 
Zahl der Inversionen geliefert werden durch 

l,...n 

Daraus ergiebt sich unmittelbar: Verwandte Permutationen 
(a, 6) und (6, a) besitzen gleich viele Inversionen. Ich weiss 
nicht, ob dieser Satz bereits bemerkt worden ist; iii der mir be- 
kannten Literatur finde ich ihn nicht. 



Capitel 5. 

Combinationen nnd Yariationen zu bestimmten Summen. 

§ 69, Sind die Elemente, welche den Operationen des Com- 
binirens und des Varürens unterworfen werden, Zahlen, dann kami 
eine Beschränkung der allgemeinen Aufgaben dadurch herbeigeführt 
werden, dass man nur solche Complexionen beibehält, bei denen die 
Summe der eintretenden Elemente einen vorgeschriebenen Werth 
besitzt. Solche Combinationen und Variationen wollen wir als 
Combinationen und Variationen zu bestimmten Summen 
bezeichnen. Ist h die Classe, m die vorgeschriebene Summe, sind 
a^, »2, . . . an die der Operation zu unterwerfenden Zahlen, dann 
schreiben wir für die Combinationen und Variationen ohne und mit 
unbeschränkter Wiederholung zur vorgeschriebenen Summe: 



Combinationen und Variationen zu bestimmten Summen. 1X9 

CW r /m; ai, o^, . . . aj, TW f /m; a^, o^, . . . aj 

V^^^\Jm', aj, Og, . . . anl, 0(*) f Jm; a^, o^, . . . a«! . 

Die eckigen KlammenL deuten hier wie früher den Inbegriff aller 
(stets durch + Zeichen verbundenen) Complexionen an und die runden 
Klammem ihre Anzahlen. Wird die Angabe der Classen fortgelassen, 
so soU die Operation auf alle überhaupt möglichen Classen aus- 
gedehnt gedacht werden. — Wird die Angabe der Elemente unter- 
lassen, so soll dies bedeuten, dass als Elemente die Zahlen 1, 2, 3, . . . 
zu nehmen sind, und dass diese Reihe beliebig weit fortzusetzen ist, 
60 dass also die a^; a^, a,, . . . jede ganze positive Zahl umfassen. — 
Es ist klar, dass 

rw ( Jm; 0, 1, 2, . . . «) =^ F^'^ ( J»»; 1,2,...«) 

gesetzt werden kann. 

§ 70. Wir betrachten zunächst die Variationen ohne Wieder- 
holungen. Bei ihnen zeigt sich sofort die Richtigkeit der Beziehung 
zu den Combinationen: 

(1) FW ( im] ö&i, »2, . . . a^ =Ä! C^ ( Im] Oj, a^, . . . an) . 

Femer ergiebt sich für die Variationen mit Wiederholungen die 
Formel 

OW r Cm] «1, Oj, . . . »nl = Ol cD(*-i) 

+ a^(D(*-i) 






Oj, . . . a„ 



+ • 



-fan<|)(*~^)r im- an] a^,a^,...an , 

wie man erkennt, wenn man die einzelnen Complexionen der linken 
Seite nach ihren ersten Elementen ordnet und diese dann wie Factoren 
von den übrigen abtrennt. Geht man von den Complexionen zu ihren 
Anzahlen über, dann liefert diese Formel das Resultat 

(2) OW ( Cm] «1, Og, . . . a„) ==2^^*~'^( T^-^a; «x, o^, . . . a„) . 
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Für die Elemente a^,c^, . . .an setzen wir jetzt die unbegrenzte 
Reihe der ZaJblen 1,2, d, . . . ein; dann wird 

(3) (!>(*)( fc 1,2,...) = VO(*-^)(rm- 1,2,...). 

Nun hat man O^*) f im] 1, 2, . . . j = 1; daher wird der Reihe 
nach durch Anwendung von (3) 

0W( fc 1,2,...) =0(')(rm-l; 1,2,. ..) + ...+ 0^^^ 

*..(/„, M,...)-(»-VC»rV-+(0 

und allgemein 

(4) <D(*)(Jm; 1, 2, . . .) = ^^*^ (/«») = ('^J l})- 

Bildet man die Summe der Ausdrücke (4) über Ä==l,2,3,...m, 
so folgt nach (7 a), § 11 

(4a) <t>Y rm)=2'"-'. 

§ 71. Die Formel (1) giebt eine Zurückföhrung von Variationen 
mit bestimmter Summe auf Combinationen zu gleicher Summe. Hier 
schliessen sich zwei von H. F. Scherk*) aufgestellte Formeln an. 
Die erste lautet 

(5) <t>(*+i) ( A + Ä; 1, 2, ... ä) =rw(l, 2, . . . ä) . 

Um sie herzuleiten, machen wir die folgende Ueberlegung. Es sei 

(a) m^, m^, m^, . . . m^+i 

eine Variation (Ä + 1)*®' Classe der Elemente 1,2,...Ä zur Summe Qi+Tc). 
Aus dieser Complexion bilden wir die Complexion Ä*®' Glasse 

iß) m^, % + % — 1, mj + % + Wg — 2, . . . % + • • • + Wa — Ä + 1. 

Sie ist gut geordnet, da jedes folgende Element dem voraufgehenden 
mindestens gleich ist; ihr höchstes Element, nämlich 

*) Joum. f. d. r. u. a. Math. 3 (1828) p. 96. 
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Wi+--+Wa — ä + 1 = V/W;i-Wä+i — Ä + 1 = (Ä + Ä;) — mA+i — Ä + 1 

= Ä — m^+i + 1 

wird höchstens = äj; zwei aus verschiedenen (a) entstehende (/?) sind 
Yon einander verschieden. Aus allen (a) des Gomplexes der 

(y) «t)(»+»)[^/\ + Äi; 1,2,...«;] 

entstehen demnach verschiedene Individuen des Gomplexes der 

(d) rw[i,2,...Ä!]. 

Umgekehrt sei jetzt 

(ßi) «i; «2; «s; • • • «A 

eine zu (d) gehörige und also gut geordnete Complexion. Wir bilden 
aus ihr, dem TJebergange von (/3) zu (a) entsprechend 

(«i) ^i; «2—^1 + 1; 53 — Sg + l, . . . Sa— Sä-1+1, h — S^+l] 

dann entsteht hierbei eine Complexion (h + 1)**' Classe, deren Ele- 
mente die Summe (Ä + Ä) besitzen; aus zwei verschiedenen (/Sj) ent- 
stehen verschiedene (a^). Polglich entsprechen allen Individuen aus 
r(*) in (d) lauter verschiedenen Individuen aus c|)(*+i) in (y). 

Dies wird durch die Gleichung (5) ausgedrückt; und damit ist 
also jene Formel bewiesen. 

Die zweite Scherk'sche Formel lautet 

(6) (D(A+i)/ A + Jfc; 1,2,...äW(7(*)(1,2,...ä + ä-1). 

Um sia herzuleiten bilden wir aus dem zu (6) gehörigen (a) die 
Complexion Ä*«' Classe 

(/?') m^, 7»! + mg, mi + % + ^8, . . . m^ + % + • • •+ w^. 

Sie ist gut geordnet; ihr höchstes Element wird 

A + l 

1 
und also für m^+i == 1 gleich (h + 1c— l); aus zwei verschiedenen (a) 
entstehen verschiedene (/3'). Bildet man umgekehrt aus einem gut 
geordneten 

dem Uebergange von (/3') zu (a) entsprechend, 

80 erkeimt man die Richtigkeit von (6). 
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§ 72. Nachdem wir so die Betrachtung der Yariationen zu be- 
stimmter Summe auf diejenige von Combinationen zurückgefOhrt 
haben, gehen wir zu den Combinationen aus den Elementen 1, 2, 3, . . . 
zu gegebener Summe n über. Diese Combinationen, jede in sich 
wohlgeordnet, wollen wir in eine Tabelle wohlgeordnet unter einander 
eintragen. Als Beispiel wählen wir die Summenzahlen m = 6 und m = 8. 

Summe = 6 Summe = 8 

111111 11111111 1223 

11112 1111112 125 

1113 111113 134 

1122 111122 17 

114 11114 2222 

123 11123 224 

15 1115 233 

222 11222 26 

24 1124 35 

33 1133 44 

6 116 8 

Es fragt sich, auf welche Weise man von einer zugehörigen 
Complexion zu der nächsten gelangen kann. Die Umwandlung kann 
stets so vor sich gehen, dass nur die beiden letzten Elemente der 
Complexion (von unbestimmter Zahl) verändert werden. Sind diese 
beiden letzten Elemente von einander um weniger als zwei Einheiten 
verschieden, so werden sie durch die Summe beider ersetzt. So 
folgt auf 1 1 1 1 2 die Complexion 1 1 1 3 und auf 1 1 222 die Com- 
plexion 1124. Sind die beiden letzten Elemente h, Je um mindestens 
zwei Einheiten verschieden, so muss h + 1 an die Stelle von h treten 
und zwar so oft, als (Je — l):(h + 1) durch seinen ganzzahligen 
Quotienten angiebt; als letzte Stelle tritt dann (h + 1) vermehrt um 
den Best der Division auf. So sind in 1124 die beiden letzten Stellen 

durch eine Drei, da £f— j = l ist, und weil der RestO auftritt, weiter 
durch eine zweite Drei zu ersetzen. Es entsteht demnach 113 3. 
In gleicher Weise folgt auf 11114 wegen iXi^¥~^ + ¥ ^® 8^ 
änderte Complexion 11123. Die Richtigkeit dieser Vorschrift*) ist 
leicht zu erkennen; ebenso, dass die Anordnung involutorisch ist. 

§ 78. Wir wenden uns nun zu Reductionsformeln bei Com- 
binationen zu bestimmten Summen. Zunächst werden wir eine Be: 
Ziehung zwischen den Combinationen mit Wiederholung und denen 



*) A. V. Ettingshausen. Combinatorische Analysis § 41, S. 47, 48. 
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ohne Wiederholung aufstellen, indem ^ir uns dabei der in § 13 be- 
nutzten Scblnssweise bedienen. Aus jeder zu einem Gliede der Summe 



rw[Jm;l,2,...Ä] 



gehörigen Gomplezionea kann man dnrch Addition Ton 0, 1, 2, . . . 
{h — 1) bezw. zum ersten, zweiten, dritten, . . . A*^" Elemente eine 
zu der Summe 



Cw[J»» + g);l,2,...A + Ä] 



gehörige Gomplexion herleiten, und aus jeder zur zweiten gehörigen 
Complexion durch entsprechende Subtraction eine zum ersten Symbol 
gehörige. Femer ist diese Umwandlung mit eindeutigem gegenseitigen 
Entsprechen verbunden; und daher wird 

rw(Jm;l,2,...Ä) = CW(jM» + (*);l,2,...Ä + Ä;), 
CW(Jm;l,2,...*) = r(*)(J«,-g);l,2,...*-Ä). 

Zu einer Reductionsformel für die F^^^ f 1 m'^ 1, 2, . . . & j gelangt 

man auf folgende Weise. In JT^*) / m; 1, 2, . . . i theilen wir die 

(gut geordneten) Gombinationen nach ihren Anfangselementen a^, 
a^, . . .ajk in Gruppen ein 

a^r(^-i) r im-a^]a^,a^,..,akl, a^r^^"'^) \ /m-o^; 02,03,... aJ 

ajP^*-!) r im-a^] a^, a^, . . . aX . . . akF^^-^^ f jm-ak', aJ, 

wobei der grösseren üebersichtlichkeit halber o^, Og, . . . a;t statt 
1, 2, ... % geschrieben worden ist. Geht man zu den Anzahlen über^ 
so entsteht 

(8) r(^)f Tm; 1, . . . Tc\=^n^'-'){ Tm - A; A, A + 1, . . . h\ 

Eine andere Formel kann man aus (cc) ableiten, indem man 
bedenkt, dass im Complexe der Glieder, welche mit a^ anfangen, jedes 
der Elemente um 1; im Complexe der Glieder, die mit a^ anfangen, 
jedes der Elemente um 2 u.s.w. vermindert werden kann, ohne dass 
die Anzahlen sich ändern; dass dagegen die Summen dadurch in 
den einzelnen Complexen zu (m — Ä — 1), (m — 2ä — 1), . . . 
(w — ÄÄ + Ä — 1) werden. Sonach entsteht die Recursionsformel 
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(9) r(*)( Tm; l,2,..^Ä;Wr(*--i)( Tm-l; 1,2,. ..ä) 

+r(Ä-i)( r^^Ä_-l5l,2,...&-lVr(*-i)( rm-2Ä-l5l,2,...&-2)+-.. 

+ r(*-i)( Cm-hh + h-l] lY 
Nimmt man &^m, so folgt hieraus weiter 

(10) rw^ Cm^^r^^'^){^ rm-iWr(*-i)( /w-&~i) 

+ r(*-^)( /m-2Ä-l)+- • 

wobei mit der letzten positiven Summe abgebrochen werden muss. 
Eine andere Becursionsformel folgt aus der Beziehung 

rw r /m; Ol, Oj, . . . ääI 
= air^*-i)r /m - 1; a^, fl^, . . . a*! H-TW f /m; o^, »3, . . . aJ 

dadurch, dass man im zweiten Aggregate von 02, 03, ... a;t je 1 sub- 
trahirt und dadurch / m auf Um — h) reducirt. Es ergiebt sich, 
wenn wir statt der a die 1,2,... schreiben 

(11) JWT Tm; 1, 2, ... i) =^r('-^)f Cm -1] 1,2,... Tc^ 

+ r(')(^rm--h', 1,2,. ..Ä-l). 

Ist Tc wieder hinreichend gross, so folgt daraus 

(12) r(*) f Cm\ =r(*-i) { fm-l\ + rw ( fm-hV, 

wie wir oben angegeben haben, deutet die Unterdrückung der Ele- 
mente an, dass 1, 2, 3, . . . bis zu beliebiger Höhe zur Bildung der 
Combinationen verwendet werden dürfen. 

Gesetzt nun, es wäre bereits bekannt, dass 

(ß) r(*-"i) ( A* - 1) =2 ^^''^ if^-A 

ist, dann liefert (12) sofort die Formel 

(13) rw l fm\ =2 ^^"^ (f^~ *)• 

Für Ä = 2 ist 03) klar; demnach gilt (13) allgemein. 
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An diese bekannten Formeln scUiesst sich eine andere , die zuerst 
von Ferrers bemerkt zu sein scheint.*) Wir betrachten eine Com- 

plexion aus r(^")\ jml und bezeichnen sie mit 

Si7 «2; ^3;-- 'See (8a = l,2,3,...); 

sie ist gut geordnet. Aus ihr bilden wir eine Complexion der 
Classe Sa, welche 

{Sa — Sa—i) Elemente 1; dann (Sa—i — 5«— 2) Elemente 2; . . . 
. . ., («2 — ^i) Elemente (a — 1); und endlich s^ Elemente a 
enthält. Alle diese Sa Elemente gehören zur Reihe 1, 2, 3, ... a; die 
Summe dieser Elemente ist gleich ^ 

l-(5a-Sa-.l) + 2-(Sa-l— 5a-2)H \-(a—l){s^—8i) + aS^=^S^^m. 

FolgHch gehört die neue Complexion zu P'('') Im] 1, 2, . . . a 

för tf = Sa» Der Accent bei F deutet an, dass ein Element a auftritt. 
Ist umgekehrt irgend eine zu diesem Aggregate gehörige Com- 
plexion gegeben, die 

^ Elemente 1, ferner t^ Elemente 2, . . . endlich ta (> 0) Elemente a 
(t, + t^ + '" + ta=0] ti+2t, + "^+ata = m) 
enthält, so bilden wir daraus die Complexion 

ta, ta—l + taf ^a— 2 + ^a—l + ^a; • • • ^1 + ^ H h ta = ^' 

Diese ist gut geordnet; ihr höchstes Element ist ö] die Summe ihrer 
Elemente beträgt m. Lassen wir ö alle möglichen Werthe durch- 
laufen, dann folgt somit die Formel von Ferrers 

(14) ■r«''>( J«») =2 ^^'^ (Z»»; 1, 2, ...«) = r ( Jw; 1,2,...«). 

Nimmt man hier rechts von jeder Complexion ein a fort, so entsteht 
die Euler'sche Formel**) 

(15) rw( Cm^^r( Cm -h] 1,2,... h\ 
Benutzt man (7), so ergiebt sich 

aw(Jm + g)) = r(Jm-Ä;l,2,...A) 

(16) ^^*'(/" + C2 0)=-^(/")- 

Das ist eine zweite Euler'sche Formel***). 

*) Lond. and Edinb. Phil. Mag. (4) 6 (1863) p. 201. 
•*) Introdnctio in analys. infin. I, Cap. 16 § 814. 
•^ L. c. § 312. 
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§ 74. Die Formel (10) und besser noch die Formel (12) Kflst 
sich zur Berechnung einer Tabelle für die Werthe von /"(*>/ Intj 
benutzen. Wollte man sie derart einrichten^ dass h und m die Ein- 
gänge wären, zu denen das zugehörige JT^^M jm^ geliefert wird, 
dann hätte dies einen Nachtheil im Gefolge. Für jedes m <h wäre 
J'(Ä) / / ^ \ =0 und daher würde die Tabelle sehr auseinander gezogen. 

Wir werden deshalb lieber eine Tabelle für Jn*>( / Ä + m j aufstellen. 
Bei dieser wird für m = stets P^*) f iä] = 1 sein. Femer ist stets 
r^^U / m + 1] = 1. Und endlich nimmt (12) die Gestalt an, welche 
nun bei der Berechnung der Tabelle benutzt wird, 

(12*) r(*)( fh + m\ =r(*-i) ^ /ä + m - iW r(*)( /m) . 

Hiemach ergiebt sich als Anfang der Tabelle, die Euler weiter 
führt*): 

Werthe von F^^^f fh + m\ 
Ä= 123456789 10 11 12 



«t = 
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1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 ... 


1 




1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 .. 




2 




2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 


2 .. 




3 




2 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 


3 .. 




4 




3 


4 


5 


5 


5 


5 


5 


5 


5 


5 .. 




5 




3 


5 


6 


7 


7 


7 


7 


7 


7 


7 .. 




6 




4 


7 


9 


10 


11 


11 


11 


11 


11 


11 .. 




7 




4 


8 


11 


13 


14 


15 


15 


15 


15 


15 .. 




8 




5 


10 


15 


18 


20 


21 


22 


22 


22 


22 .. 




9 




5 


12 


18 


23 


26 


28 


29 


30 


30 


30 .. 




10 




6 


14 


23 


30 


35 


38 


40 


41 


42 


42 ... 





Zar Formation dieser Tabelle ist Folgendes zn bemerken: Bildet 
man ibre Glieder spaltenweise, so stimmen die ersten h Glieder der 
Ä*«" Spalte mit den ersten h Gliedern der (h — l)*»» Spalte überein, 

da in (12*) für m = 0, 1, 2, ... (Ä - 1) stets Pt*) ( A») = und deshalb 



•) L. C. § 818, 819. 
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wird. Weiterhin ist das (ä + a)^ Glied der Ä*«^ Spalte (a = 0, 1, 2, . . .) 
gleich der Summe aus dem links benachbarten der (Ä — 1)*®"^ Spalte 
und dem (a + 1)*«^ derselben ä*®'' Spalte. 

Man erkennt daraus^ dass immer mehr Anfangsglieder bei 
wachsendem h einander gleich werden. Es wird also bei jedem 
positiven x 

far Ä = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, . . . 

r(*+'')( /2Ä + xW 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42, . . . 

§ 75. Independente Ausdrücke fiir F^^U Irnj hat Stern*) 
hergeleitet. Er geht von der Formel aus *^ 

(10) r^C Cm) = r (*-i) f rm-i\ + r(Ä-i) ( Tm - ä - l) 

Zunächst ist ersichtlich, dass man 

r».(/».)-i 

hat. Daraus folgt dann nach (10) die Belation 

rw( Cm^ =ra)( Cm - 1) +rw( /m.~ 3) +r(')( rm~5)+... 

i h. bei w = 2ft erhält man I^WJ /^) = f*; ^^iid b^i m = 2ft + l 
ebenfalls PW[ /mj==ft. Beide IMe fassen wir in den Ausdruck 

zusammen, in welchem E(x) wie gewöhnlich die grösste ganze Zahl 
bedeuten soll, welche in der positiven Grösse x enthalten ist. 

Dann liefert (10) weiter unter Benutzung des erhaltenen Re- 
sultates 

WO diese Beihe bis zum letzten positiven Argumente fortgesetzt 
werden muss. Wir können also schreiben 

r(»)(J.)=2'£(^?^^^) («.=0.1,. .-K^)). 



*) Jonm. f. Math. 21 (1840) p. 91. 
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Durch wiederholte Anwendung von (10) gelangen wir zu 

=^E{^[m-S^-A^-2]) (x.=o,i,...e(üLz^)), 
und ebenso zu 

Al^emein folgt in derselben Weise 

rw ^ rm\ =2 ß(J[«» - Ä + 2 - 3x, - 4x, Äx*_,]) 

(17) "^ " 

r n 1 r. >-ft + 2 M 

|^x.= 0,l,...£(^ « + 2 j} 

wobei die Umgestaltung der oberen Grenze von Xa klar ist. In (17) 
ist natürlich jedes E mit negativem oder verschwindendem Argumente 
= zu setzen. 

Hiernach wird z. B. 

I...(/16) -E(H) + «(14-) +«(»ri) +^(1-) +E (2z5) 
+£(li--) +E(ll-n)+£(il;-z£) +« (ii-r!) 
+s(ii^)+«(H^)+«(Sl=lftl) 

+ <t)+<I)+KI)+<I) + <I) + ^(I) 

= 5 + 4 + 3 + 3 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 26, 

was mit der Tabelle (h = 6, m = 9) übereinstimmt. 

§ 76. An die Tabelle des § 74 lässt sich noch eine interessante 
Bemerkung knüpfen, die wir jetzt ableiten wollen, trotzdem der innere 
Grund der hier auftretenden Erscheinung erst später dargelegt werden 
kann.*) 

Es sei S ein Vielfaches aller ganzen Zahlen 1, 2, 3, ... A, und 
zwar sei H = xh] dann bilden wir das Aggregat 

*) M. KuBchniriuk, Programm, Mähr.-Trübau (1895). Der erläuternde 
Satz wird im nächsten Capitel bei der Darstellung der Sylvester 'sehen und 
Cayley 'sehen Untersuchungen gegeben. 
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und behaupten, dieser Ansdrack sei eine fSr alle Werthe von m 
constante Grösse. Wir wollen annehmen, der Beweis für eine be- 
stimmte Gombinationsclasse, etwa fdr (h — l), sei schon erbracht, 
and die zugehörige Constante sei =Ca—i. Dann wird auf das be- 
treffende Aggregat für den Index h and die Snmme (m + 1) die 
Formel (10) verwendet. Dadurch entsteht eine Reihe von Relationen 

r(*)( r»» -f- 1) = r(»-« ( /»») + • • + r(»-») f rm~xh+h\ 

+ r(*-i)( r«» -£■) + ••• + r(»-i)C Cm-H-xh-\-h\ 

+ 

rw ( rm+l-2H) = r(*-i) (/*»»- 2fl") -f- •• • 

Mnltiplicirt man jetzt diese Relationen der Reihe nach mit 
1, -(*T^)> +(*^^)'"* ^°^^ ^^^^ daraufhin die Addition 
spaltenweise aus, dann entsteht auf der rechten Seite 

2" {r(*-«( rm-Xh\+h-(^-^\l ■ r(*-i)( Cm-Xh-H\ 
Nach dem fÖr (Ä — 1) als richtig vorausgesetzten Satze ist dies 



Netto, Oombinatorlk. 9 
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denn S ist als Vielfaches aller Zahlen l,2,...h angenommen. Daraus 
folgt also die Richtigkeit des Satzes ftir ein allgemeines h, weil es 
fär die Classe Ä = 1 feststeht; und gleichzeitig ergiebt sich für die 
Constante 

Nun ist fOr A "• 2 das fragliche Aggregat 

r<..(/»)-r»(/».-Ä)-E (?)-«(=^) 

H 
« — , 

da ^ als Vielfaches von 2 eine gerade Zahl ist Demnach wird 

""' hT 

und die gefundene Formel lautet^ wenn H irgend ein Vielfaches 
von 1, 2, ... Ä ist, 

(18) ^(-l)*Cl')^<*>(/«-^ff) = ^'- 

Die P^*) f im ) , r'^*) [ Im —STi,. . . bilden demnach eine arith- 
metische Reihe (h — 1)*®' Ordnung. 

§ 77. Im ersten Paragraphen dieses Capitels haben wir in der 
Klammer hinter dem Operations-Zeichen die Elemente angegeben, 
welche zur Bildung der Complexion benutzt werden dürfen. Diese 
Elemente haben wir dann im Allgemeinen = 1, 2, 3, . . . oder auch 
mit Beschränkung nach oben =1,2,3, ...Ä gesetzt. Wir wollen 
hier noch einige Sätze ableiten, die sich auf solche oder irgendwie 
anders angenommene Beschränkungen beziehen. Die allgemeine Be- 
handlung des so bestimmten Problems kann bei seinem umfange und 
seiner Schwierigkeit hier nicht in Angriff genommen, geschweige 
denn erledigt werden. Dies erkennt man sofort, wenn man z. B. für 
die o^, 02, 6^3, .. . die Quadratzahlen 1, 4, 9, . . . setzt; denn dabei ent- 
steht das zahlentheoretische Problem der Darstellung von Zahlen als 
Aggregate von Quadraten*); oder wenn wir etwa die Frage auf- 
werfen, das Symbol 



Cwf /V';1^2^,...(Ä~1/1 



*) Vgl. hierzu besonders K. Th. Vahlen, Jonm. f. Math. 112 (1893) p.l9flf. 
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zu bestmunen, wobei (i eine fest gegebene ganze positive Zahl sein 
soll; dies würde nns anf den bekannten Fermat'schen Satz führen, 
der an 

a^ + r^r 

anknüpft. 

Zunächst wollen wir einige sofort zu überblickende Formeln 
geben.*) 

(J*«;s + l,s + 2,...)= r(i) (^Jn-sq; 1,2,3,.. ?j; 
F<«)(J«;0,1,2,...) = F(«)(J« + 2; 1,2,3,...); 

F(«)(J'«;-r,-r + l,...)= F(«)(J'« + r2 + 25 1,2,3,...); 
<|)(')(J«;s + l,s + 2,...) = <t>w(Jn-S2; 1,2,3,. ..) = (»»-2f-l); 
00 (A; -r,-r + l,...)= <t><^i) (fn+rq+q-, l,2,3,...) = («+2»"+2-l); 
Cö)( r»;s + l,« + 2,...) = C(^){^Jn-sq; 1,2,3,...); 

C(«)(Jn;s + l,s + 2,...) = r(«)(J«-ss-(|);l,2,3,...). 

Die letzte Formel folgt ans der vorletzten; wenn man auf der rechten 
Seite dieser vorletzten in allen Complexionen vom ersten, zweiten, 
dritten, . . . Elemente bezw. 0, 1, 2, . . . subtralürfc 

§ 78. Wir wollen jetzt dazu übergehen, den Werth von 

0(9)( Tw; 1,2,...A 

zu berechnen. Zunächst ist klar, dass für die Glasse $ ^ 1 

(a) ^^'^( A' l,2,...sW0 für 5<w 

= 1 für s^» 
wird. Femer ergiebt sich leicht bei nur zwei Elementen 1 und 2 

demi P^«) f In] 1, 2 j hat den Werth 1, da w durch q Summanden nur 

auf Eine Art aus den Elementen 1, 2 gebildet werden kann; setzt 
man in der betreffenden Complexion, die aus (n — q) Zweien und 

*) Oettinger, Die Lehre von den Combinationen. Freibnrg 1837; §18,19,22. 

9* 
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(2q — n) Einsen besteht, alle Permutationen an, so entstehen ins- 
gesammt 

7 tt4s r; = l * ^ Variationen. 

Jetzt gehen wir zur Beantwortung der allgemeinen Frage über. 
Zunächst ergiebt sich die Beductionsformel 

0(9)^ Tw; l,2,...s)»0(9)( Tw; 1, 2, . . . s - l) 

+ (2)0(9-i)( r^-s; 1,2,. ..s-l) 
^^^ +(|)<t><«"-^)(yn-2s; 1,2,... s-l) 

+ ^|)<D(^-»)(Jn-3s;l,2,...s~l) 

+ 

denn der erste Summand rechts enthält alle Variationen, in welche s 
überhaupt nicht eingeht; der zweite Summand enthält alle diejenigen, 
in welchen das Element s einmal steht, wobei das q anzeigt, dass 
dieses Element an q Stellen treten kann. Der dritte Summand be- 
zieht sich auf alle aus 0(2—*) / w — 2s; 1, 2, • . . s — 1 durch zwei- 
fache Hinzufügung des Elementes s herrorgehende Complexionen; 
da diese Hinzufügung auf (^\ Arten bewirkt werden kann (§ 23), so 

tritt (I j als Factor hinzu. So geht es weiter. 
Wir nehmen nun an, die Formel 

(19) *..(/», i,2,.-)-(»z})-(!)(»7lT')+(i)("-/_V') 

-(l)("liT')+- 

gelte bei beliebiger Elementenzahl s für alle Werthe 1, 2, 3, ... g — 1 
des oberen Index und für q selbst bei der Elementenzahl (s — 1); 
dann würde die rechte Seite von (y) durch Substitution von (19) in 
alle Glieder nach leichter ümformui^ gleich dem Aggregate 

-(l)[C?-!f)-(?)('^-t')+®(r'Ö-("^-r*)]+- 

und das nimmt gemäss (ll)§9fürm=— g— Idie Gestalt (19) an. Die 
Formel (19) wäre also durch Induction bewiesen, wenn sie bei jedem 
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Wertiie von n und 5 für 2 — 1, nnd wenn sie femer für jeden Werth 
von n und g bei 5 — 2 gelten würde. 

Nun zeigt (a) die Werthe von im ersten Falle. Dieselben 

Werthe folgen auch aus (19), welches hier die Form (^7^) - (^"^(T^) 
annimmt. Denn (^77 ) ist "==1 und (^""^ ) '^^ 1, wenn »— l^s 

nnd 0, wenn n—l<s ist. 

Es bleibt also für die Vervollständigung des Beweises noch zu 
zeigen übrige dass auch die folgende Relation gilt: 

(»i,)-(J=l)-(f)(:=D+(l)Q=?)-(l)(;=I)+- 

Diese Formel ergiebt sich aus der Entwickelung von 

(1 - ixy = (1 + x^'(i + ix)-' (»=y=^ 



d.L aus 



§®(-«)'-^e)>'-2('j-T')(-")' 



21 



durch Vergleichung der Coefficienten gleich hoher Potenzen von x 
links und rechts. 

Für s = 1 verliert (y) seine Gültigkeit, (19) behält sie. 

§ 79. M. A. Stern^) hat einen Satz entdeckt, der in unserer 
Schreibweise ausgedrückt 

(20) <t>( Cn-, l,m\^<t>{ Cn + m] m,m + l,...^ 

lautet. Er beweist ihn etwa folgendermassen. 

Nimmt man in allen zur linken Seite gehörigen Complexionen, 
welche mit 1 beginnen, dieses Element 1 weg, so entstehen alle 

<t>f I» — 1; 1, mj und nur diese; nimmt man von allen zur linken 
Seite gehörigen Gomplexionen, welche mit m beginnen, dieses Ele- 
ment m weg, so entstehen alle <t>[ In — m] 1, m] und nur diese; 
demnach wird *^ 

(a) <i>( In] l,mj=<l>/^ /w — 1; 1, w^ +<t>( in — m] l,mj. 

Zieht man femer in allen zur rechten Seite von (20) gehörigen 
Complexionen, welche mit einem höheren Elemente als m beginnen, 
Yon diesem ersten Elemente eine Einheit ab, so entstehen alle 

<p( I » + m — 1; m,m + l,..A 

*) Jonm. f. Math. 96 (1883) p. 102. 
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und nur diese; nimmt man von allen^ welche mit m beginnen^ dieses 

m selbst weg, so entstehen alle (t>[ in + m — m\ m, m + 1, . . .) und 
nur diese; somit hat man *^ 

iß) *( /w + m; m, m + 1, . . .Wo/" /w+m— l;m, m+1, '..) 
+ <t>f in] m,m + l,...V 

Das Becursionsgesetz in (a) ist also dasselbe wie das in (ß). 

Findet demnach bei festem m die Uebereinstimmung, welche (20) 
behauptet, für die Werthe w = 1, 2, 3, . . . m statt, dann folgt sie aus 
(a) und {ß) auch für jedes höhere w. Nun ist 

f /n; 1, m^ = 1 für w = 1, 2, ... (w - 1) 

= 2 für n = m; 
und ebenso hat man 

*( P* + ^;%^ + l;---) = 1 ^ n = l,2, . . . (m — 1) 

= 2 für n = m. 
Polglich gilt der Satz (20) allgemein. 

Bemerkenswerth ist der Fall m=2. Dabei bedeutet <t>f Zw; 2,3,... J 

die Anzahl aller Variationen zur Summe w, bei deren Bildung die 1 
ausgeschlossen bleibt. Hier geht (ß) in die Gestalt 

ct)(J»+2;2,3,. .)=0(J'n + l; 2, 3, . . .) + <D ( J«; 2,3,...) 

Über.*) Die Eelation ist also dieselbe, wie sie bei den Zählern der 
Näherungswerthe des unendlichen Kettenbruches 

1 + 1/1+/1+... 
stattfindet; und da auch *( A; 2,3,...Wl; 0^ A; 2, 3,...) =2 
ist, wie bei den Zahlern der Anfangsglieder von 

12 3 5 



T^ T' 2^ 3 



so folgt allgemein, dass <t>{ /w+2;2,3,...W0/^ /n; 1,2^ mit dem 
Zähler des n*®^ Näherungswerthes jenes Kettenbruches übereinstimmt. 



*) Schon Cayley hat diese Relation, freilich ohne Beweis gegeben; Mess. 
of. Math. 6 (1876) 188 = Papers 10; p. 16. Die Engländer bezeichnen die 
C( fn; 2, 3, . . .V F( fn; 2, 3, . . .) . . . als „non-nnitary" „einheitsfreie" Complexionen. 
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Nach dem Resultate (ß) des Yorigen Pari^aphen wird dies 

§ 80. Die Formel (ß) des vorigen Paragraphen, die wir 
(21) cD^ fm + l; Ä,Ä + 1, .. .)-<!) (fm; Jc,1c + 1,,..\ 

schreiben, und bei der nicht zu vergessen ist, dass auf beiden Seiten 
die Complexionen erster Glasse mitzuzählen sind, wurde nach Stern 
und unabhängig von ihm durch J. Hermes^) gefunden. Es ist eine 
Recursionsformel fOr die 1, 2, 3, ... (i — 1) -freien Variationen zur 
Summe (m + 1). Hermes macht darauf aufmerksam, dass für 
w = l,2,3,. ..(*-!) 

0^ Aw; Ä;,Ä; + 1,...) = 0, 
und dass för m == h, (k + 1), ... (2Tc - 1) 

<i>{ Cm] h,k + l,...\ = l 

ist, sodass die Anfangswerthe von <t>f Im] Ä, Ä + 1, . . . ) für 

m = 1, 2, 3, . . . & - 1; Ä, Ä + 1, . . . 2it - 1 
gleich i^ = 0, 0, 0, . . . 0; 1, 1, ... 1 

werden. Durch diese Anfangswerthe und durch das Bildungsgesetz 

(21a) Lm-\-l = Lm + Lm—k+l 

wird eine sogenannte Lame 'sehe Reihe (Ä — 1)*®' Ordnung definirt. 
Die Lame 'sehen Reihen erster und zweiter Ordnung beginnen 

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . 
0, 0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, . . . 

Das Schlussresultat des vorigen Paragraphen giebt für die Lame'sche 
Reihe erster Ordnung den analytischen Ausdruck der allgemeinen 
GUeder. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen zeigen ohne Weiteres 
die Gültigkeit der Reductionsformel 

(21b) 0(O( rm + l;Ä,& + l,...W*('')( rm;Z;,Ä; + l,...^ 

+ 0(r-i)/ rni-]c + l]1c,1c + l,..X 

•) Math. Ann. 46 (1894) p. 371. Statt „ 1, 2, 3, ... (Ä - l)-freier Variationen" 
Bagt Hermes auch „Variationen mit niedrigstem Summanden A;". 
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Hieraus ergiebt sicli (Hermes, L c) 

(22) 0(-)( Tw; *, * + 1, . . .) = (^ + j; l\"" *^V 

Denn gesetzt; (22) gälte bereits fOr alle Werthe der Samme von 
1, . . .m, so wäre 

""l r-1 )'^\ r^2 ) 

_^ni + rj-^hry [§ 7, (5a)] 

Für w — 1 ist nun O^**) ( A; Jc,Jc + 1, . . \^0, wenn r > 1 ist; 

dasselbe Resultat folgt auch aus (22). Und da femer fOr m = 0, 
— • 1, — 2, . . . stets <!)('•)== wird, so haben wir (22) allgemein nach- 
gewiesen. 

Summiren wir (22) nach r von 1 ab so weit, als noch von Ntdl 
verschiedene Werthe sich ergeben, dann ergiebt sich diese Summe 
als Ausdruck für das allgemeine Glied der Lame 'sehen Beihe 
(h - 1)*«' Ordnung. 

§ 81. Zu den letzten Resultaten aus § 79 hätte man übrigens auch 
von allgemeinen Sätzen her kommen können. Es gilt nämlich die 
Reductionsformel 

(.) *(/»il.2.--)-»(/»-lil.2--) 

+ <t>( A-2; 1,2,. ..«)+...+ <!>( r»-s; 1,2,... s), 

wie man erkennt, wenn man von jeder zu <i>f In] 1, 2, . . . s j ge- 
hörigen Complexion das erste Element wegstreicht und zu den An- 
zahlen übergeht. Bezeichnen wir der Kürze wegen für den Augenblick 

so gilt also die Gleichung 

iß) [w;5] = [n-l;5]-|.[w-2;s] + --- + [w-s;4 

Als erzeugende Function stellen wir nun die Entwickelung 

A(^) = [l;s> + [2;s>H[3;sy+--- 

auf. Hieraus folgt wegen (ß) die Beziehung 

f,(d) {l-g-^0^ z')=^d^e + d2is^+ d^z^ + '''+ d^i^^ + rf,;ef; 



Erzeugende Fnnction der Variationen bestimmter Summe. 137 

dabei ist gesetzt worden 

di = [l;s], 

d, = [2;s]-[l;s], 

d, = [3;s]-[2;s]-[l;s], 



d. = [s; s] - [s -1; «] - [s - 2; s] +...+ [1; s]. 

Nun ist femer, wie man sofort siebt, 

[l,s] = l, [2,s] = 2S [3,s] = 2»,... [s,s\ = 2'-K 

Denn z. B. [4, 5] erliält man, wenn man vor jede Complexion von 
[3,5] eine 1, vor jede [2,5] eine 2, vor jede [1,5] eine 3 scliiebt 
und noch die einzige Complexion erster Glasse 4 zu den übrigen 
fögt. Folglich ist [4, 5] = [3, 5] + [2, s] + [1, 5] + 1. 

Danach werden d^, d^, . . . d, sämmtlich = 1, und es wird 

f'^') 1^,.,. ^ 

Es ist also 0( iw; 1,2, ...5) der Coefficient von £^ in der 

Entwickelnng dieses Bruches, wenn man ihn nach steigenden Potenzen 
von e ordnet. Für 5 = 2 erhält man die Formel des vorletzten Para- 
graphen. 

Wir wollen noch die Formel 

^0(7)^ A;; 1, 2, ...5W5« 

mittheilen, welche sich leicht aus 

0(9)^ Tn; l,2,...5W0(«-i)( Tn-l; 1,2,.. .5) 

+ 0(«-i)^j;-2;l,2,...5) + ... 

oder direct aus (26) S. 35 ergiebt. 

§ 82. Es ist 
(23) (7( Jn; 1, 2, 3, . . .) = r(^Jn', 1, 3, 5, . . .) . 

d.h. jede Zahl n ist aus 1,2,3,... so oft als Summe ohne 
Wiederholung der Elemente darstellbar, wie aus den un- 
geraden Zahlen 1,3,5,... mit Wiederholung der Elemente.*) 
TJm diesen Satz einfach nach combinatorischer Methode zu be- 
weisen, ordnen wir die Complexionen, die zur linken Seite gehören, 
denen zur rechten Seite gehörigen eindeutig und umkehrbar zu. 



*) Enler, Introductio I § 326. 
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In jeder Gomplexion C\ In] 1,2, .. A fassen wir alle Summanden 

znsammen^ welche einen und denselben grössten gemeinsamen^ un- 
geraden Theiler enthalten. Werden diese ungeraden Theiler mit %, Mg, 
t«3; ... bezeichnet^ so nimmt die Gomplexion die Gestalt u^ • A;^4- ^A^ 
+ ^8^8 H a^; schreibt man also statt der Producte Summen^ so 

entsteht das zu -T in; 1, 3, 5, . . . gehörige (w^ + Mi H ) + (mj 

+ ^^^+. ...) + .... 

Umgekehrt können wir jede zu -T / w; 1, 3, 5, . . . gehörige 

Complexion, nach den u geordnet, als Ui\ + it^Jc^ + u^\ -i 

schreiben. Bedenkt man jetzt, dass jede Zahl ha auf eine und nur 
auf eine Weise als Summe von Potenzen der Zahl 2 dargestellt 
werden kann (die nullte Potenz inbegriffen), so folgt 

Mi(2''^ + 2^^+...) + «*sj(2"'+2^'+...) + ^^(2"' + 2''-+..0 

Hier sind die Summanden sämmtlich von einander verschieden, 
und daher gehört, diese Darstellung zu (7 / n; 1, 2, . . . . Das ist 

aber der Inhalt des Satzes (23). — Den eben benutzten Satz über 
die Darstellung durch Potenzen von 2 werden wir in § 88 beweisen. 

§ 83. Es ist hier der Platz, auf eine besondere Art der Zer- 
legung von ganzen Zahlen einzugehen, mit welcher sich P. A. Mac 
Mahon*) beschäftigt hat. Er nennt eine Zerlegung aus gleichen 
oder ungleichen Summanden 

w = Äj + »2 + ötj H \-av 

vollkommen — perfect — wenn die Elemente a^, «2, . . . ap gestatten^ 
jede Zahl, die kleiner als n ist, mit Hülfe der a^, . . .a^ auf eine und 
auch nur auf eine einzige Art zusammen zu setzen. So sind 

1 + 1 + 1 + 1 +...+ 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 8 
=1+1+1+4+4+4=1+1+1+4+8 
=1+2+2+2+2+2+2+2=1+2+2+2+8 
=1+2+4+4+4=1+2+4+8 

vollkommene Zerlegungen von 15, wie man sofort sieht; 1 + 3 + 5 + 6 
ist keine vollkommene Zerlegung. Hierbei ist es Har, dass eine 
vollkommene Zerlegung in lauter Einsen stets möglich ist. 

lieber die allgemeine Structur solcher Zerlegungen kann man 
sofort bemerken, dass als kleinste Elemente Einsen gegeben sein 

*) Quart. Joum. of Math. 21 (1886) p. 367 ; Messeng. of Math. (2) 20 (1890) p. 103. 
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müssen; und dass, wenn {q^ — 1)-Einsen vorhanden sind, als nächstes 
Element ein q^ auftreten muss. Es mögen dann (^g — 1) Elemente 
gleich q^ vorhanden sein. Mit diesen lassen sich alle Zalilen von 1 
bis (2i& — 1) auf je eine Art bilden. Es folgt jetzt als neues Ele- 
ment 21^2. Dies mag {q^ — l)-mal vorkommen, u. s. f. Also ist die 
Gestalt jeder vollkommenen Zerlegung, wenn wir mehrfaches Vor- 
kommen durch eine Potenz andeuten, durch das Schema gegeben 

(«) l«^-^ 2,'«-^ (q,q,r'-\ (&&&/•-', • • - 

Endet die Elementenzahl mit dem letzten hingeschriebenen Gliede, 
wodurch unsere Schlüsse nicht beeinträchtigt werden, so ist 

^ = 1 • (2i - l) + ^i (22 -l) + 2i 22(^3-1) + 212223(24-1) 
= 2i222324-- 1- 

Daraus erkennt man sofort, wie die vollkommenen Zerlegungen 
von n gefanden werden können: Man zerlegt (n + 1) auf alle 
möglichen Arten in Pactoren g^, q^, 28; • • • ^^d verwendet 
jede Zerlegung zur Construction (a), deren Herstellung 
dann eindeutig gegeben ist. 

So hat man für w = 15 die 8 Zerfällungen 

16 = 16. 1 = 8. 2 = 4-4 = 4. 2. 2 

==2.8 = 2.4.2 = 2.2.4 = 22.2.2, 

welche auf die oben angegebenen vollkommenen Zerlegungen führen. 

Die Frage nach der Anzahl der für n bestehenden vollkommenen 
Zerlegungen ist demnach identisch mit derjenigen nach der Anzahl 
der Factoren-Zerfällung von (w + 1). Mit dieser Frage werden wir 
uns später eingehend beschäftigen. 

Als eine subperfect partitive bezeichnet Mac Mahon eine 
solche, bei der die Darstellung aller kleineren Zahlen durch die 
Elemente mit Hülfe von Addition und Subtraction und zwar 
jedesmal auf Eine Art möglich ist. 

So ist z.B. 7 = 5 + 1 + 1 

eine subperfecte Zerfallung, da 2, 3, 4, 5, 6 durch die Elemente 
1, 1, 5 in den Formen 

2 = l-fl, 3 = 5-1-1, 4 = 5-1, 6 = 5-fl 

darstellbar sind. 

Wir verweisen betreffs weiterer Einzelheiten auf die citirte Arbeit. 
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Capitel 6. 

Analytische Behandlung des Theilungsproblems. 

§ 84. Enler Hat im 16. Capitel seiner ^^Introdnctio in analysin 
infinitorum" die erzeugenden Functionen für die Anzahlen der Com- 
biuationen mit und ohne Wiederholung bei gegebener Summe und 
gegebenen Elementen aufgestellt. Er geht von der Entwickelimg aus^ 
in welcher die a positive Zahlen bedeuten^ 

(1) F,(0) = (1 + af-si) (1 + af'-z) . . . (1 + af^z) (a, <«,<•• •< «,) 
mit 

Hierbei ist Pi die Summe aller Monome af^, x"*, . . . rc"»'; femer P^*^ 
die Summe aller Producte je zweier dieser Monome; P^^ die Summe 
der Producte von je dreien derselben u. s. f. Der Coefficient von x^0*, 
nämlich p^^\ zeigt demnach, auf wie viele Arten a^ durch Multi- 
plication von x der v Grossen af^, af*, . . . a:"*' hergestellt, oder, was 
dasselbe bedeutet, auf wie viele Arten der Exponent X durch Addition 
von X der v Ghrössen or^, ag, . . • oTy ohne Wiederholung gebildet werden 
kann. Es ist also zu setzen 

(2) i)W^ = OW(y\;«i, «„...«,). 

Hierbei tritt keine Wiederholung der Elemente a auf. WiU man 
eine beschi^nkte Wiederholung derart zulassen, dass das Element a^ 
höchstens r^-mal, femer das Element a^ höchstens r^-mal, . . . auf- 
treten darf, so bilden wir das Product 

(l + af^0+ofi''^z^'i \-af^''^0''^)(l + af^0 + a^''*iS^-\ \- x^'^'^z''*) . . .; 

der Coefficient von x^z^ in ihm giebt dabei den Werth von 



C(-)/ A; a[\al%...alA. 



Bei unbeschränkter Wiederholung erstreckt sich jede der Klammem 
des vorhergehenden Productes ins Unendliche. Man hat also jetzt die 
erzeugende Function 

(3) GM = ' = V ^''Wz'', 

und es wird der Coefficient voijl a^0^ 

(4) 3<^\ = rw(Jl; «„«„...«,). 
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Setzt man in (1) und in (3) « = 1 und schreibt 
(1 *) (l + af-){l + af^)...(l + af') = l + ^'X + ^-x'-\----, 

(2*) 5ßi=i,W,H-l»(^),+i>«, + ... = C(jA; «„«3,...«,); 

(4») ^x = ^^\ + g^i^ + ^l\+-- = r(^ß; «,,«„...«,), 

so Hat man die Gesammtzahl der Darstellnngen von X dnrcli Gom- 
binationen aller mögliclien Classen mit Hülfe von (2*) und (4*) be- 
stimmt. 

§ 86. Wir geben jetzt zu den besonders interessanten Special- 
föllen über, in welchen die a^, et,, . . . der Reihe nach 1, 2, 3, . . . 
sind, d.h. zu 

F{e) = (1 + X0)(1 + xh)(l + ci^is){l +^^)" ., 

"^(^) "^ (l-xz) (l-x*z) ( 1 -a;»i&) {1-x^z) , . . ' 

jedes der Producte soll ins unendliche fortgesetzt werden. Die Ent- 
Wickelung dieser Producte in unendliche Reihen führt Euler folgender- 
massen. durdu 

Man hat sofort die beiden Beziehungen 

F{e) = (1 + xz) F{xzy, G{xz) = (1 - xsi) G(z)] 

setzt man nun mit unbestimmten Goefficienten die beiden Ent- 
Wickelungen an -,. v . , , « . , , 

G{z) = 1 + &x^ + hz^ + &8^' + ---, 
dann liefern die beiden Relationen, welche eben aufgestellt worden sind, 
\ + a^Z'\'a^z^+a^^+'''=^l + {a^'\-l)xz-\-{a^+a 
\^-\xZ'^liii^z^+l^x^^+''' = l + (p^-x)z+Q>^-\x)z^+{\-l^x)z^^ 

und daraus folgt durch Yergleichung der Goefficienten gleich hoher 
Potenzen von ;er ftir die a;i das Schema 
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und filr die bx das Schema 

1 1—X 
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X 




X' 
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Somit ergeben sicli die Gleichungen 
(5) (1 + xz){^ + 7?Z){). -\-(^Z),. 



».8 



°° "'T^ '*' (l-a!)(l-a!')^ "*" (1-«) (!-«•) (!-«•) ^+' 



(6) 



1 



(l-a?£f)(l-a;*£f)(l-a;»igf)... 



1 I I 2 I *'^ S I 

""■"•"^r^Ti^"^ (l-a;)a-a?^^ "*" (1 - a;) (1 - a?«) (1 - a;») ^ "^' 



(l-a;)(l-a?^" ^ (1 - «) (1 - a?«) (1 - a;») 

Man hat also nebenbei das Resultat erhalten^ dass der Goefficient 
von z* in F{z) gleich dem Producte des Coefficienten von ^* in Gr{ß) 



ifl — X 



multiplicirt mit x * wird. 

Bezeichnet maU; entsprechend den Einführungen (2) und (4) die 
Coefficienten von z^a^ in (5) und (6) mit p^ ^ und q^ ^ so wird also 

und daher in Folge unseres Zwischenresultates 

dieses Ergebniss stimmt mit (7) des vorigen Capitels § 73 überein. 
Es ergab sich hier durch die Vergleichung von (5) mit (6). 

Andere Resultate können wir durch Vergleichung beider Seiten 
von (5) mit einander und auch beider Seiten von (6) mit einander 
erhalten. -^ 

Der Coefficient von ix^ in der Entwicklung von 

1 

(l-a;)(l-a;«)...(l-a^ 

nach steigenden Potenzen von x ist nach dem vorigen Paragraphen 
gleich 

r(J;i; 1,2,. ..x); 
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folglicH wird 

und darans folgen die Relationen 

rw {f>)-r{ß - »; i, 2, . . . «) , 

die wir gleichfaUs bereits früher abgeleitet haben. 



§ 86. Nach genau derselben Methode kana man die beiden 
Functionen von endlicher Factorenzahl im Zahler und im Nenner 

F,(z) - (1 + xz)(l + xh) . . . (1 + x'z), 

entwickeln. Da hierbei durchaus keine neuen Schlüsse nöthig sind, 
dürfen wir wohl die Resultate direct hinschreiben und die Ableitungen 
unterdrücken. Es ergiebt sich 

"^ (l-a?)(l-a;«)(l-a?») ^ "^ * *' 

ff,(^) = l+ ^^^ ^+ (i^^)(i_^,) ^ 

"^ (l-a.)(l_a.«)(l_a;8) » "T • • • . 

Die rechte Seite der ersten Gleichung bricht mit z"^ ab. Setzt man 
- statt ü und i; + 1 für Vy so entstehen die beiden Gleichungen 

(l-«)(l-aj£?)...(l -«"£?) "^ 1-a; "^ (1 - a?) (1 - ä«) 
"^ (l-aj)(l~a;')(l-aj») ^ "^ * 
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Daraus folgt nach § 84 die Reihe der Relationen 

[ ''n-.,^'"'i -'^"'(/.^M,...^), 

r (i-.:-+^)...(i-«>+^ ] ^rw z' r„ 0, 1, 2, ... A 

L (l-a!)...(l-a!i) J, Vj ' ' / 

§ 87. Ealer benutzt zur Goefficienten-Yei^leiclimig imd 
'Deutrmg noch folgende Breihen, 

P = (1 - x)(l - 3^)(1 - a^(l - a!')il - a^ . . ., 

Q = {l+x){l + x^)(l + a»)(l + ar*)(l + a») . . .; 

er bildet zunächst das Product beider Beihffli 

P« = (1 - a;») (1 - «*) (1 - aj») • • •; 
dann dividirt er P durch dieses Product und erMlt dabei 

i=(l-a;)(l-iPO(l-»»)(l-aj'),.., 

SO dass die Gleiclmng entstellt 

(8) (l + a;)(l+^)(l+^(l + a^)...= (,_,)(,_,.)(/_,^(,_,:)... 

YergleicHt man entsprechende Goefficienten^ so folgt gemäss ihrer 
Bedentnng nach § 84 das Resultat aus § 82 

C(J») = r(j;; 1,3,5,7,...), 

d.h. so oft sich eine Zahl n durch Addition ohne Wieder- 
holung der Elemente aus 1^2^ 3^... zusammensetzen l'ässt; 
so oft kann dies mit Wiederholung der Elemente aus 1;3,5;... 
geschehen. 

Schreibt man (8) in der Form 

(l-a;)(l-a;»)(l-a;^)(l-a;0... = ^^^^^(^^^^^/^^^(^^^,) > 

dann kommen wir auf folgendem Wege zu einer Deutung der Iden- 
tität. 

Der Coef&cient von a^ auf der linken Seite setzt sich aus so 
vielen Einheiten zusammen^ als es Arten giebt^ um X aus den Zahlen 
1; 3^ 5; . . . additiv herzustellen^ wenn man dabei jede Einheit positiv 
nimmt; die zu einer geraden Anzahl von Summanden gehört^ hin- 
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gegen jede Einheit negativ^ die zn einer ungeraden An zahl von 
Summanden gehört. Mit anderen Worten: dieser Coefficient ist 
der Ueberschuss der Darstellungsarten von l ohne Wiederholung 
durch 1, 3, 5, . . . aus einer geraden und aus einer ungeraden Anzahl 
von Summanden. Derselbe Coefficient bedeutet gemäss seiner Be- 
ziehung auf der rechten Seite der Identität die Differenz der Dar- 
stellungsarten mit Wiederholung von l durch 1, 2, 3, . . . aus einer 
geraden und aus einer ungeraden Anzahl von Summanden. Beide 
Differenzen sind eiuander gleich^ d. h. der Ueberschuss der Dar- 
stellungsarten einer Zahl aus einer geraden und aus einer 
ungeraden Anzahl von Summanden der Reihe 1, 3^ 5^ 7^ . . . 
ohne Wiederholung ist gleich dem Ueberschuss der Dar- 
stellungsarten derselben Zahl aus einer geraden und aus 
einer ungeraden Anzahl von Summanden der Beihe 1^2^ 3^4;... 
mit Wiederholung. 

§ 88. Unmittelbar durch wirkliche, allmähliche Durchführung 
der Multiplicätion ist die Richtigkeit der Gleichung 

(1 ^ x) ' (1 + x)(l + a^)(l + a^)(l + x'^il + x'^ '" ^l,\x\ <1 
ersichtlich. Demnach ist 

d. h. jede ganze positive Zahl lässt sich auf eine und nur 
auf eine Art aus Potenzen von 2 ohne Wiederholung additiv 
zusammensetzen. (Vgl. § 82.) 
Schreibt man umgekehrt 

l^x^ - 

so folgt: Jede Zahl, die grösser ist als 1, lässt sich aus den 
Potenzen 1, 2, 4, 8, 16, . . . additiv mit Wiederholung der 
Elemente ebenso oft- als Summe einer geraden Anzahl von 
Elementen darstellen wie als Summe einer ungeraden Anzahl 
So ist z. B. (wenn man statt der Summe aus a Summanden 
6 schreibt a -b) 

10=10.1 = 8-l-fl.2 = 6.1-f2.2 = 6.1 + 1.4 
==4.1-f3-2 = 4.1 + 1.2-fl-4 = 2-l-f4-2 
= 2. H-2. 2 + 1-4 = 2. l-f 2. 4 = 5. 2= 3. 2+1. 4 = 1.2 + 2. 4; 

und hier treten der Reihe nach 

10, 9, 8, 7, 7, 6, 6, 5, 4, 5, 4, 3 

Summanden auf und zwar je 6 gerade und 6 ungerade Zahlen. 

Netto, Combinatorik. 10 
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§ 89. Euler hat durch Induction die Entwickelnng 

(9) =i+^{^iylx ^ +x ^ 1 

r = l,2,... 

gefunden*) und später in scharfsinniger Art bewiesen**). Auf die 
Fragen, die uns hier beschäftigen^ hat Legendre im zweiten Bande 
seiner „Theorie des nombres'^ die Reihe (9) verwendet. Das Resultat, 
welches wir aus (9) ablesen können, lautet gemäss § 84: Jede Zahl, 

welche nicht die Form ^ T'^ besitzt, lässt sich durch die 

Reihe der natürlichen Zahlen ohne Wiederholung ebenso 
oft in eine gerade wie in eine ungerade Summandenzakl 

zerlegen. Bei jeder Zahl von der Form ^ — ^ ist die 

Differenz zwischen beiden Anzahlen der Darstellungen 
gleich ± 1 und zwar positiv, wenn v gerade, negativ, wenn 
V ungerade ist. 

Wir haben früher die Zahlen von der Form ^ T^ als*Penta- 

gonal- oder Fünfeckszahlen bezeichnet; lassen wir auch negative v 
bei dieser Definition zu, dann können wir den abgeleiteten Satz noch 
bequemer ausdrücken. 

§ 90. Wie wir gesehen haben, ist eine der Hauptaufgaben der 
„partitio numerorum", d. h. der Theilung der Zahlen die der Be- 
stimmung des Coefficienten von a^ in der nach aufsteigenden Potenzen 
von X geordneten Entwickelung des Bruches 



(l-a/')(l-a;*)...(l-rc') ' 
denn der Werth dieses Coefficienten liefert die Anzahl der Com- 
binationen / n \ 

Dies war das Resultat und zugleich das Problem, wie es Euler 
hinterlassen hatte. In der Weiterführung der Frage haben Cayley 
und besonders Sylvester das Bedeutendste geleistet, nachdem 
H. Wasburton***) und J. Herscheit) als Vorläufer eine Reihe 

*) Introductio, § 323. 

**) Nov. Com. Acad. Petrop. 5 (1760) pro 1754, 1765 p. 78. Wir gehen auf diesen 
Beweis hier nicht ein, da wir umgekehrt die Entwickelung (9) später ans dem 
sogleich folgenden Satze ableiten werden. 

♦■^ Trans. Camb. Phil. Soc. 8 (1849) p. 471. 
t) Phil. Trans. R. S. of Lond. (1850) part. 11; p. 399. 
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von besonderen Besnltaten hergeleitet hatten. Gayley^) gelangte noch 
nicht zu definitiven Resultaten. Diese wurden erst von Sylvester**) 
entdeckt; und seine Untersuchungen v^ollen v^ir jetzt darstellen. 

Wir zeigen zunächst^ dass der Coefficient von x"^ in der Ent- 
w^ickelung des Bruches ^ 

nach steigenden Potenzen von x für jedes beliebige ganze positive h 
gleich (— 1) ist. Da nämlich 

1 ^ 4- ^ 



ist; und da die Ableitung einer Reihe ; die nach ganzen Potenzen 
von X fortschreitet, kein Glied mit x"^ enthalten kann; so liefert 
der zweite Summand keinen Beitrag zu x^K Es ist also der 

Coefficient von xr-^ in ^ jc\k+i ^^ gleiche wie der in dem Bruche 

Daraus folgt; dass er auch für der gleiche ist. Das 



aber giebt, wie behauptet worden war; aus der Entwickelung 






1 e cc + -x* + "- 

für den gesuchten Coefficienten der Werth — 1. 

Diesen ersten Hülfssatz benutzen wir zur Herleitung eines zweiten, 
der sich an die Betrachtung einer echt gebrochenen algebraischen 
Function 

knüpft. Das constante Glied in dieser nach steigenden Potenzen 
von z entwickelten Function 



ist gleich der Doppelsumme 



» Ti 



iTJi \ 



•) Phil. Trans, ß. S. of Lond. 145 (1856) p. 127 = Paper8 2, p. 235. 

**) Quart. Joum. of Math. 1 (1857) p. 81 u. 131; Phil. Mag. 16 (1858) 
p. 369, 371. Amer. Joum. of Math. 5 (1882) p. 119. — Vgl. über die Literatur 
auch P. A. Mac Mahon, Proc. Lond. Math. Soc. 28 (1897) p. 82. 

10* 
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Andererseits haben wir 

Hier liefert der zweite und dritte Bruch bei Entwickelung nach 
steigenden Potenzen von x kein Glied mit dem Exponenten (— 1); 
der erste Theil der rechten Seite giebt nach dem ersten Hülfssatze 
einen Summanden von (a). Folglich gilt das Theorem: Das con- 
stante Glied eines eigentlichen algebraischen Bruches, der 
nach steigenden Potenzen der Variablen entwickelt wird, 
ist dem negativ genommenen Coefficienten von aj~^ in dem- 
jenigen Ausdrucke gleich, welcher aus dem gegebenen Bruche 
entsteht, wenn man in diesem a^e* statt der Variablen ein- 
trägt, dann a^ alle Werthe mit Ausnahme der Null durch- 
laufen lässt, welche den erstgegebenen Bruöh gleich oo 
machen, und die Summe der Resultate bildet. 

Bezeichnen wir, ähnUch wie Jacobi es thut, mit 

[^W]±x (x = 0,l,2,...) 

den Coefficienten von x"^^ in der Entwickelung von <l^{x) nach 
steigenden Potenzen von x, so können wir den Satz durch die 
Formel ,^ 

(10) [i^W]o = -[2^(^^^)]_, 

ausdrücken. Hieraus folgt sofort als CoroUar, wenn die av die an- 
gegebene Bedeutung haben ^ 

§ 91. Den durch (11) gewonnenen Satz benutzen wir für die 
Euler'sche erzeugende Function 

oder, wie wir kürzer schreiben wollen, für den Bruch 

dabei woUen wir annehmen, dass in (()) der Factor (1 — a?*) des 
Nenners «-mal vorkommt, (1 — oi'') ebenso /3-mal, u. s. f.; und dass 
femer das Product in (9*) sich auf aUe Factoren, die nicht weiter 
angegeben werden, .. ' ,^ ^. . 

beziehen soU,. welche zusammen den Nenner von (p) bilden. 
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Die in (11) eintretenden Wurzelwerthe a^ des Nenners sind hier 
die a^^y die 6*^, . . . Einheitswurzeln. Es sei q ein Theiler einer 
oder mehrerer der Constanten a, 6, . . . und zwar möge er bei allen 
Factoren insgesammt als Theiler des Exponenten ;t(^j-mal auftreten. 
Dann nennen wir mit Sylvester x{q) die Frequenz von q in Be- 
ziehung auf die Exponenten a, b, . , . 

Es seien femer unter Tq sämmtliche q)(q) primitiven ^*®^ Einheits- 
wurzeln verstanden; dann werden die a^ aus (11) der Reihe nach 
durch alle r, dargestellt, wenn dieses r^ zuerst alle q)(q) primitiven 
Wurzeln, und q dann alle Theiler von a, 6, . . . durchläuft. 

Hiemach theilen sich die a, in einzelne Gomplexe, deren jeder 
einzelne durch einen bestimmten Werth von q charakterisirt ist. 

Demnach wird der gesuchte Goefßcient zu einer Doppelsumme 

die innere Summe der rechten Seite hat q){q) Summanden, welche 
sich auf die einzelnen primitiven Wurzeln beziehen. Da jede dieser 
primitiven Wurzeln als reciproken Werth wieder eine primitive 
Wurzel hat, und da die beiden Reihen, die erste und ihre reciproke, 
gleichzeitig alle primitiven Wurzeln durchlaufen, so kann man r^ 
durch r^^ ersetzen, und erhält 



r'^e" 



[i'(.)].-2'[2i,(.-,-.,-")-j 



— 1 



(12) 



-2 

9 



-2 

1 



^^ aa^ aax / a 



L *"« nr^ ^ e^ 



(a ax a ax\a 

^^j / a ax^ a^ ax\a 



Bezeichnen wir nun abkürzend 



(y) 



n+-^(aa + bß + '")=-v, 



so entsteht für den gesuchten Coefficienten der Ausdrack 



(13) 



W,= 



ry 



n{ 



2 2 



ax\a 

~) J-t 
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Sylvester bezeichnet aus einem Grunde^ der bald ersichÜicli 
werden wird, die Grössen Wq als waves, d. h. als Wellen oder als 
Wellenfnnctionen. 

Die Einführung von v statt n ist deswegen ausserordentlich, 
vortheilhaft bei der Berechnung, weil dadurch [JF]„ zu einer geraden 
oder einer ungeraden Function von v gemacht wird, so dass hiermit 
bei der Berechnung die Anzahl der zu bestimmenden Glieder gegen das 
gleiche Problem bei Beibehaltung von n auf die Hälfte reducirt wird. 

Diese Eigenschaft von [JP]n; eine gerade oder ungerade Function 
von V zu sein, lässt sich folgendermassen beweisen. Setzt man statt 
v, X, Tq in (13) — i/, — a?, f^^ ein, dann bleibt in jedem Wq der 
Zähler ungeandert, während der Nenner den Factor (— 1)" annimmt. 
Folglich reproducirt sich bei dieser Substitution [F]^, nur multiplicirt 
mit (-l)«+/*+". 

Wenn man hingegen lediglich x in —x ändert, dann nimmt (11) 
ein — Zeichen an; und bei der Aenderung von Tq in rf^ bleibt, wie 
wir schon bei (12) sahen, [JP]» imgeändert. Folglich wird die alleinige 
Aenderung von i/ in (— i/) lediglich der rechten Seite von (13) den 
Factor (— l)i+«+/*+-- zufögen, d.h. [JP], ist eine gerade oder 
eine ungerade Function von v, insofern sie sich bei Ver- 
wandlung von V in (—v) bis auf das Vorzeichen reproducirt. 

§ 92. Bevor wir weitergehen, wollen wir die bisherigen Regeln 
an einigen Beispielen erläutern. 

Es seien zunächst die Zerlegungen in die Summanden 1, 2, 3 
zu studiren. Wir setzen 

•^(^) "^ (l-a;)(l-a?*)(l-a;») ' 

dann wird für rj = 1, wenn wir die unnöthigen Summanden in den 
Potenzentwickelungen unterdrücken, 



'■ [(.^.-f) (./.-.) (,^rT)L 



1 + ^^ + -^^' 



Für r^ = — 1 also bei q = 2 ergiebt sich, indem wir zu den 
primitiven zweiten Einheitswurzeln fortschreiten, 
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r (-ire" -1 

!_[«>(- l)»-e »(-l)>JLe»(-l)-e-*(-l)JL*(-l)*-e »(-l)»jj_i 

r (-1)*«"' 1 

= 1+2+8 / J _*.\/ \ / »f _!f\ 

L(-l) » l«»+e >Jie«-Hi.«'+e VJ-i 

-[(-')-4(i+')(>-l^)L 

Wie diese Bechntuig zeigt; ist es bequem^ bei (13) in den 
Zahler r^ statt r\ zu bringen. Die Factoren des Nenners Haben dann 
die Form ^ 

80 dass Vq keinen gebrochenen Exponenten erluQt. Gleichzeitig er- 
giebt sich, dass für jedes W^ und W^y also für r,« 1 oder = 2 alle 
Factoren des Nenners zu geraden oder zu ungeraden Functionen von x 
werden. Ist x(ä) = ffo ^^ Frequenz von q in Bezug auf alle Factoren 
des Nenners unter Inbegriff ihrer Multiplicitat, dann tritt ocß^ in den 
Nenner, so dass 

wird. Die übrigen Factoren des Nenners sind bei TT^ und bei W^ 
gerade Functionen; also besitzt W^ nur (jq — 1) Glieder und hat die 
öestalt ^ 1 , « q . « K . 

Bei TTj tritt noch der Factor (— 1)» hinzu. 

Wir gehen im obigen Beispiele weiter und berechnen für die 

dritten Wurzeln der Einheit r^ = ^ "t*^"" das 

w ^r ±11 1 

=^[l^(i+-+-)]_rK*-»+'^")- 
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Es ist folglich, wenn wir die drei Zwischenresultate sammeln, 

d. h. die rechte Seite dieser Formel giebt an, auf wie viele Arten 
die Zahl n durch die Summanden 1, 2, 3 bei erlaubter Wiederholung 
dargestellt werden kann. 

Bedenkt man, dass im Minimum und im Maximum 

^_£_ 2^ £ 

72 8 9 "" 4 ' 
72 ^ 8 ^ 9 ^9 

ist, so folgt, was De Morgan zuerst angegeben hat: Die Anzahl 
der Darstellungen von n durch die Summanden 1, 2, 3 ist 

gleich derjenigen Zahl, welche — (n + 3)* am nächsten liegt.*) 

Aus der Darstellung (14) kann man auch bereits die Berech- 
tigung der Sylvester'schen Bezeichnung „Wellen" entnehmen. Bei 

wachsendem n ändert sich —(—!)♦» nicht nach einer Richtung, stets 

zu- oder stets abnehmend, sondern es tritt eine hin und her gehende 
Wertheänderung mit der Periode 2 ein, welche dadurch festgelegt 

wird. Ebenso liefert ^ (rj + r^**) drei sich ablösende Werthe, nämlich 

. 2 11 

je nachdem w = 0, 1, 2 (mod. 3) ist, die Werthe "9 ; "~ 'ä; ■" ö"* 

§ 93, Als zweites Beispiel wählen wir die Darstellungen durch 
1, 2, 3, 4 und setzen 

■^ W = (1 -ä) {1-x*) (1 - x') (1 -«t) * 

Wir erhalten dafür, indem wir wieder die einflusslosen Glieder 
unterdrücken, der Reihe nach 

w = r €1 1 

~4!V6 12 V 



*) Vgl. die Beweise von J. Znchristian, Monatsh. f. Math. 4 (1893) p. 186 
nnd L. Goldschmidt, Zeitschr. f. Math. 38 (1893) p. 121. 



Tr,= 
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LH'+f)-('+f->('+¥j"('+¥) 
-['#(i--+J)(-^')].. 



~1 



= Ä(-1)"- 



Tr,= s 



r ^e;;! - 



=^r. 



»He- 



= 2 






— 1 



8 (i-rD«(l-r») 

^4= ^ r ^ ^ *"«'"^^ ^ " 

'"L(l-»)-2-(l+t)4a!j_i 
Sammeln wir die Resultate, so folgt 
(15) +^(y»+Vr»-r»+i-r3-»-i) 

Auch hier treten deutlich die Wellen von den Perioden 2, 3, 4 
heraus; ihre Gestalt bei 3 und 4 ist aber wenig übersichtlich. Es 
wird, wie eine leichte Rechnung zeigt, 
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^(rS + rf^--rS-^^^rf--^)=^^ für n = mod. 3, 

= n = 1 mod. 3, 

= — — w = 2 mod. 3, 

"^^ j^i«(l + (-l)«)=^ für n = mod. 4, 

= n = 1 mod. 4, 

= — — w = 2 mod. 4, 

= w = 3 mod. 4. 

Cayley schreibt dies*) im Anschluss an Herschel (1. c.) 

^ (r; + Tf- - r»+i - rr--^) = | (1, 0, - 1) per 3«, 

"^ h'^'O^ +(- W =|(i' ö' - 1' ö) P^^ 4.- 

Es bedeutet nämlich bei ihm 

(Aq, ä^, . . . Äa—i) circlor aq 

eine circulirende Function, einen Circulator, nämlich einen 
Ausdruck von der Form 

ÄQttq + Ä^aq^l-\ Äa^iaq^a+l 

unter der Bedingung, dass 

aq s= 1, wenn g = mod. a 

aq = 0, wenn q nicht = mod. a 

ist. Wenn der Circulator die Eigenschaft hat, dass für jeden Theiler 6 
von a = hc alle Gleichungen 

A + -^ H 1" Ac-i)b = 0, 



At-i + Äib^i H h ^6-1 = 

gelten, dann schreibt Cayley ihn in der Bezeichnung 

(J^, -4i , . . . A-i) per aq 

und nennt ihn Primcirculator. Solche haben wir, wie für xmsere 
Beispiele der Augenschein zeigt, hier in den Sylvester'schen 
Wellen TT^, TTg, Dagegen ist W^, d. h. der zur Wurzel 1 ge- 
hörige Theil des Coefficienten, keine circulirende Function; Cayley 
nennt W^ den nicht-circulirenden TheiL 

•) Phil. Trane. B. S. of London 146 (1886) p. 127 = Papers 2, p. 286. 
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Büemach wird 

[ (l-x)(l-a>')a-^')(l-;»«) ],° lii (*^ + 5)' - A (*^ + 5> 
(15*) + ä (« + 5) • (1» - 1) per 2« 

+ i.(l,0,-l)pcr3, 

+ i.(l,0,-l,0)pcr4„. 

Der Umstand; dass [F]n ui i/ gerade oder ungerade ist^ hat sich 
in seiner Bedeutung bei TF^ und TFg gezeigt. Bei jedem anderen Wx 
macht er sich durch folgenden Umstand bemerkbar. Ist [F]n eine 
gerade Function von v, und enthält Wx einen Summanden v**rl'^^s 
80 muss Wm auch den Summanden (— v)"r7'^ , also zusammen 
v"*x(^x + ^r^ (— 1)") enthalten; ist dagegen [JF]« eine ungerade Function 
von V, so folgt aus dem Vorkommen eines Summanden i;"rx"^^ das 
von -(r-vyrV""^^ und somit das von v^rf (r: + r7'(- If*^"). 

In der That ist bei (14), wenn man von n zvl v übergeht, für W^ 

und bei (15) ebenso för TT, 

4 (r,»+r,-«-r»+ ^-»7—1) = ^ (r*-» + r,— +» - rp * - »■3-'+*) 

und für W^ 

wie es sein musste. 

§ 94. Als drittes Beispiel fähren wir endlich noch 

durch. Die Rechnung gestaltet sich hierbei folgendermassen: 



Tr,= 



2-8- 



'~4!V2 24/' 
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TF,= 



(-Ife^ 



=[^(i+J)(-S^^)L 



»»_ ,-«+1 -f. ,•» » _ t»»+3 

16 ' 

und es wird demnach für die Torliegende non-unitary partition, 
d. h. einheitsfreie Theilung 

L(l-«*)(l-««)(l-a!*)J„~24V**'^ 2; 576 ■''le'- ^^Y^^i) 

+ -^ (*•»' + »'s"") + re (»" + »'"-»"+'-♦'"" ')• 

+ i.(2,-l,-l)pcr3„ 
+ 1.(1,1,-1,-1) per 4„. 

§ 95. Sylvester nennt die Anzahl der möglichen Zerlegungen 
der positiven ganzen Zahl n in gegebene Summanden a,hyC,,,.l 
den Denumeranten von n in Bezug auf a,h,c, , . ,1 und schreibt 
diese Grösse ^. 



a, &,c, . . . l; 
Dieser Denumerant giebt sonach die Anzahl der Lösungen von 

(17) ax + hy + c^ -i \-lu = n 

durch ganzC; nicht negative Zahlen x,y,z, . . ,u an. 

Unsere Resultate in (l4), (15), (16) liefern die Denumeranten 

w; n; n; 

1,2,3; 1,2,3,4; 2,3,4; 

d. h. die Anzahl der Lösungen von 

x + 2y + 3z = n'^ x + 2y + 30 + Au = n] 2x + Sy + 4cis = n. 

Es ist klar, dass der Fortschritt von den Euler'schen zu den 
Sylvester'schen Resultaten darin besteht, dass die Formeln ohne 
grosse Rechnung wirklich ausführbar geworden sind. 
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Die angestellte combinatorisclie Untersuchung hat auch ein hohea 
zahlentheoretisches Interesse; ja sie könnte recht wohl der Com- 
binatorik entzogen und der Zahlentheorie zugerechnet werden. In 
dem Index du repertoire bibliographique des sciences math^- 
matiques, welchen die Commission permanente du Repertoire 
(Paris 1893) aufgestellt hat, finden sich in der That diese Unter- 
suchungen unter „Classe I, lo" bei der Zahlentheorie. Englische 
Autoren haben sich dagegen ausdrücklich gegen diese Anordnung 
erklärt.*) 

Die an (17) anknüpfende Bedeutung des Denumeranten leitet 
weiter zu der Aufgabe, die Anzahl aller Lösungen des Systems 

aj^x + hj^y + CiZ-] h ^i^ = n^, 

(18) a^x + h^y + c^ß -] [-l^u^ n.^. 



durch ganze, nicht negative Zahlen zu bestimmen. 

Es hängt dies mit einer Theilungsaufgabe zusammen, welche 
die Engländer als multipartite-partition d. L als mehrtheilige 
Theilung bezeichnen. Bei ihr handelt es sich darum, die mehr- 
theilige Zahl (wj, ^2, . . . nx), also hier die x-theilige Zahl, durch 
die mehrtheiligen Summanden («j, Og, . . . a^), (6i, 62? • • • ^x), . . . 
(^i, ^2; • • • ^x) zusammenzusetzen, so dass die Theilungsaufgabe 

(19) (wi,W2,...Wx) = ir(ai,a2,...ax) + y(6i,62,...6x)H |-«*(?i, ?2;---^x) 

nichts anderes fordert, als die Aufgabe (18) der unbestimmten Analyse. 
Die erzeugende Function ist in diesem Falle leicht niederzuschreiben. 
Für Ä = 2, also für doppeltheilige Theilung ist sie 
_JL 

(1 -Ä^V») {l-x^sh) ... (1 -x^^^) ' 

d. L der Coefficient von x^^ • ss^ in dieser nach steigenden Potenzen 
von X und z entwickelten Function giebt die Anzahl der Lösungen 
von (18) oder (19) an. So ist z. B. 

(r ^.>.Mi~U')(i-.^0 = - + (^^'+ ^^'+ 2^^H 2x^^+ 3.:"+ x^^) ^+ . 
und deshalb ist 2^ + 3^ + 4. = 12, 

lx + 2y + Sz= 8 
auf drei Arten lösbar, nämlich durch 
x^O, j/ = 4, ;2f = 0; x=l, j/ = 2, ;2r=l; x==2, y = 0, = 2, 

♦)MacMahoii, Proceed. Lond. Math. See. 28 (1897) p. 10. 



ai*h. 



hn% 
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In diesem Gebiete hat Sylvester Bahn gebrochen, ohne jedoch 
seine Resultate ausführlich mitzutheilen und zu begründen*) Die 
Aufgabe wäre wieder, jenen Coefficienten von od^if^ in einer Form 
zu liefern, welche leichte Berechnung zulässt. Sylvester scheint 
eine Lösung dieses Problems besessen zu haben. Einen Specialsatz, 
der von ihm stammt, hat Cayley bewiesen.**) Wir wollen das 
Theorem ohne den Beweis mittheilen. 

Es seien ^) -^y — ?••• ungleiche Brüche; a^, L, c^, . . . 
a, 0, Cj 

< Wg + 2, dann ist der Coefficient von x^8^ in 

1 

(1 - af^s^*) (1 - x^^) (1 - x'^z"^) . . . 
gleich der Summe 

[(1 -aj«.*i~«i^) (1 -ai«.<^i-«i«i) . . J^„^_, 

"*" L (1 -oj^*"^-^««) (1 -af**^-^^*«) . . . Jc«,~c.n. 

+ 

Die in (19) eingehenden Summanden der rechten Seite brauchen 
keinerlei Beschränkung unterworfen zu werden, aber den bisherigen Be- 
trachtungen würde es entsprechen, wenn negative a, 6, c, , . .1 aus- 
geschlossen würden. Durch Zulassung des Summanden '(0,0,0,...0) 
umfasst man alle möglichen Classen. 

Ist (3, 2) die zu zerlegende doppeltheilige Zahl, so folgt als 
Inbegriff der möglichen Zerlegungen 

(3, 2) = (3, 2) 

= (3,1) + (0,1) 

= (l,2) + (2,0) = (l,0) + (2,2) 
= (1,1) + (2,1) 
= (1,2) + (1,0) + (1,0) 
= (1, 1) + (1, 1) + (1, 0). 

*) Vgl. Mac Mahon, Proceed. Lond. Math. Soc. 28 (1897) p. 32 sowie ibid. 
Sylvester „Outlines". Wir verweisen femer auf Mac Mahon, Proceed. 
R. S. of Lond. 187 (A) (1896) p. 619. 

**) Phü. Mag. 20 (1860) p. 337 = Papers 4 p. 166. 



Punkt -Diagramme. 159 

Capitel 7. 

Anwendung des Theilongsproblems auf die Analysis« 

§ 96. Aus den einleitenden Paragraphen des vorigen Gapitels 
ist es ersichtKch, dass jede Gleichung zwischen zwei Theilnngen 
von n auf eine Identität zwischen zwei unendlichen Reihen, oder 
einer Reihe und einem unendlichen Producte, oder zwischen zwei 
unendlichen Producten fQhrt. Es kommt also nur darauf an, ob die 
Relation zwischen den Theilungen oder die zwischen den Functionen 
bequemer herzuleiten ist; die weniger bequeme ist dann als Folge 
der eben besprochenen Beziehung zu betrachten. Sylvester*) be- 
nutzt dies Verfahren, um analytische Resultate aus combinatorischen 
Sätzen herzuleiten. Die Beweise für diese combinatorischen Sätze 
scliopft er dabei aus geometrischen Betrachtungen. 

Wir wollen einige seiner Ableitungen geben. 

Eine Theilung der Zahl w in die Ä; Summanden a, h, c, . . . d, 
welche nach fallender Ghrösse geordnet sein mögen, soll durch ein 
Punkt-Diagramm**) von Tc Punktzeilen gegeben werden, die der 
Reihe nach a, 6, c, . . . d Elemente enthalten. So stellt das Punkt- 
Diagramm 



die Theilung 18 = 5-f5-f3-f3 + 2 dar. Dieses Diagramm giebt, 
yertical von links nach rechts statt horizontal gelesen, eine andere 
Theilung 18 = 5 + 5-f4 + 2 + 2. Nehmen wir nun bei einem all- 
gemeinen Punkt-Diagramm die gleiche Umdeutung vor. Waren in 
ihm h Zeilen vorhanden, die den Tc Summanden entsprechen, und 
besass der grösste Summand den Werth i, dann erhält man bei der 
Umdeutung i Summanden, deren grösster den Werth Tc besitzt. Dies 
giebt den Satz: Jeder Theilung von n in Ä; Summanden, deren 
höchster gleich i ist, entspricht eine Theilung von » in i 
Summanden, deren höchster gleich Tc ist, und umgekehrt. 
Lasst man i beliebig hoch werden, so folgt: Jeder Theilung von 
n in Ä; Summanden entspricht eine Theilung von n in 
Sumnianden, deren höchster gleich Ic ist und umgekehrt; d. h. 

(1) rw(^Jn'j=.r(^Jn; 1,2,. . .k)=r(^Jn-1c', 1,2,. ..k). 

*) Amer. Joum. of Math. 6 (1882) p. 261. 
•*) „graph" im Englischen. 
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Dies stimmt mit der Formel (14) aus § 73 überein. Man hat 
die Formel als Reciprozitäts-Formel bezeichnet.*) 
Nun sei, um (1) analytisch zu verwerthen, 

gesetzt; und 

T .-»)(-.1...(.-^) -2''"-^(/''-*' '■'■■■■'■> 

n 

nach (1) ergiebt sich hieraus die Entwickelung S. 142, (6) 

^") {l-'Zx)(l-zx'){l-'Zx'^... ^^ (l--a;)(l-a;«)...(l-a;*) ' 



= 1 



xz 



x'^z' 



1-x^ (l-a;)(l-a?*) 



§ 97, Bei dem soeben eingeschlagenen Verfahren der Um- 
deutimg eines Theilungs- Diagramms kann es vorkommen, dass eine 
Theilung ungeändert bleibt. Aus diesem Umstände lassen sich weitere 
Schlüsse ziehen und für die Combinatorik verwenden. 

Eine solche Theilung wird z. B. bei » = 29 durch das Diagramm 



29 = 7 + 7 + 5 + 3 + 3 + 2 + 2 



gegeben. 

Wie man sieht, kann man, worauf Durfee zuerst aufinerksam 
gemacht hat, aus diesem Diagramm ein Maximal- Quadrat heraus- 
schneiden, dessen Ecke im Anfangspunkte liegt; hier besteht es aus 
3^ == 9 Punkten. Im allgemeinen Falle möge es Jc^ Punkte und also 
die SeitenMnge Je enthalten. An dieses Quadrat schliessen sich nach 
rechts oben und nach unten je ein Best -Diagramm an, in unserem 
Falle werden dies die beiden 



*) Der Beweis stammt von Ferrers. 
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deren erstes Tc Zeilen und deren zweites Tc Spalten aufweist. Jedes 
Punkte. Aus dem unteren Bestdiagramm ersieht man^ 



enthalt 



n-ÄJ» 



dass diese 



n--k^ 



Punkte beliebig in Summanden aufgelöst werden 

können, von denen keiner grösser als Tc sein darf. Die ATi7.a.bl der 
Möglichkeiten solcher Anordnung in den Bestdiagrammen ist also 
nach dem vorigen Gapitel 

L(l-a:)(l-a;»)...(l-a:*)J«-F"~ L(i -a;')(l-aJ*) • • • (l-a^*)Jn-«» 



(«) 



L(l-a?«)(l-a:*)...(l-a;**)Jn 



Das Wesen der Methode beruht nun darin, dass man dieselbe 
Anzahl durch andere Auffassung des Diagramms in eine neue Form 
bringen kann. Wir zerlegen es in rechtwinklige gleichschenklige 
Haken von der Art 



29 = 13 + 11 + 5; 



es treten Tc solche auf; jede liefert eine ungerade Anzahl von Punkten, 
und alle diese Anzahlen sind von einander yerschieden. Folglich ist 
die Anzahl der Möglichkeiten, n so darzustellen, gleich dem GoefEi- 

denten von ^af in {l'\'Xz){l-\-ix?»){l+x^z) Man ist also zu 

der Entwickelung gekommen, indem man beide Zerlegungsarten mit 
einander vergleicht, 

(3) (l + ^.)(l+^.)(l + a;^.)... = l+^.. + (j3^^^ 



+ 



(l-aj«) (!-«*) (l-Ä«) 






(Um die Anzahl aller Theilungen zu finden, welche in Beziehung 
auf die Hauptdiagonale des Diagramms symmetrisch sind, muss man 
i in (a) die Werthe 0, 1, 2, . . . durchlaufen lassen. Es ist abo ihre 
Anzahl gleich dem GoefEicienten von af^ in 



l-a;«^ (1 ~Ä«) (1 -a?*) ^ (1 -«*) (1 -«*) (1 -x^ 



f&r die Zerlegungen der Zahl n.) 

Netto, Oombinatorik. 



11 
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Statt des unendlichen Productes auf der linken Seite von (3) 
können wir auch das endliche Product 

(1 + X0){1 + a^j?) . . . (1 + a?^-^0) 

betrachten. Nach den angestellten Ueberlegungen liefert die Ab- 
zahlung der Bitkenanordnungen hierbei die Anzahl der Theilungen 
von w in i Theile, die ohne Wiederholung aus 1, 3, 5, . . . (2Ä; — 1) 
genommen sind; die Abzahlung der Bestdiagramme aber die Arizahl 

der Arten, auf welche "^. in höchstens i Summanden zerlegt werden 

kann, deren keiner grösser als Qc — i) ist. Man hat hierfür nach § 86, 
wenn man in die letzte Formel jenes Paragraphen für w, für äj und 

für V setzt bezw. ~ , i und (jk — i) das Resultat 

*r (l-a^-»+i)...(l-a?*) 1 ^ r (1 - a;at-2»+8) . . . (1 -a;«*) 1 
[ (l-a;)...(l-icO J«-*»~" L (l-a;«)...(l-Ä2«) J„_,^ 

' _r (l-a^*-»»+2)...(i-x2*) -1 
Folglich ist 

^^^^ + (l-a:«)(l-a:*)(l-a?«) ^^^ 

§ 98. Die Durfee'sche Zerlegung des Diagramms in ein 
Maximal- Quadrat und zwei Restdiagramme kann auch in dem Falle 
von Nutzen sein, dass das ursprüngliche Diagramm nicht symmetrisch 
zur Hauptdiagonale liegt. 

Wir betrachten alle Zerlegungen von »; diese liefern die An- 
zahlen, für welche der Bruch 

1 

(1 - zx) (1 - zx^ (1 - zx') . . . 

die erzeugende Function ist; d. h. der Coefficient von j^x'^ in der Ent- 
wickelung dieses Bruches nach steigenden Potenzen von x und ist 



rw 



'iß} 



Andererseits wollen wir jede Theilung von w in i Summanden 
nach der Durfee 'sehen Methode zerlegen. Das Maximalquadrat möge 
h Zeilen und Spalten haben. Das rechts angrenzende Bestdii^ramm 
kann, spaltenweise von oben nach unten gelesen, beliebig viele 
Summanden liefern, von denen aber keiner grösser als h sein darf; 
der Punktinhalt dieses Bestdiagramms sei 0. Das unten an das 
Maximalquadrat angrenzende Restdiagramm werde zeilenweise von links 
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nach rechts gelesen; dann hat es {i — h) Zeilen^ deren jede einen 
Summanden ^h repräsentirt; der Punktinhalt dieses Bestdiagramms 
sei r. Beide Restdiagramme haben zusammen 

(j + r = w — Ä* 
Punkte als Inhalt. 

Die Anzahl der Restdiagramme erster Sorte wird durch den 

Coefficienten von x^ im Bruche 

1 

(l-ic)(l-a;^)...(l-ajA) 

gegeben; die Anzahl der Restdiagramme zweiter Sorte durch den 
Coefficienten von x^s^'^^ in der Entwickelung von 

1 

i^ — xz) (l—x*z) ... (1 - xf*z) ' 

Folglich wird die Anzahl der Combinationen beider Arten von Rest- 
diagrammen durch den Coefficienten von xPx^^^^ =■ a:»— **;8f»*— * ge- 
geben in dem Producte 

1 1 

{1-X){l-X^..,{i-Xk) ' {l-XZ){i-X^Z),..{l-'Xf^Z) 

d.h. von x^is^ in 

aj»» z^ 



{l-x){l-x^,., (1 -ajÄ) (i^xz) (l"X*z) . . . (1-xf^z) 

Lässt man nun h alle Werthe von 1 bis oo durchlaufen, so 
hefert der Coefficient von af^i^ in dieser unendlichen Reihe das Gleiche, 
wie derjenige von af^e^ in der Entwickelung des Bruches, von dem 
wir ausgingen. Somit ist 



-1 + 7^7^.+ 



(i-xz){l-x^z){l-x^z)... ^ 1-x X-xz ^ (l-a?)(l-aj^ (l-a;2r)(l-aj«Ä) 

^^ '^(l-aj)(l-aj«)(l-a;») {l-'Xz)il-x^z){l-x^z)'^^'^ 

. Dieselben Schlüsse können verwendet werden, wenn in dem 
Nenner der linken Seite nur eine endliche Anzahl von Factoren 
zugelassen wird. 

§ 99. Auch bei der folgenden Betrachtung kommt die Durfee'sche 
Zerlegung zur Geltung. 

Wir untersuchen die Theilungen von w, fiir welche das unend- 
liche Product 

(1 -f xz){l + x^z){l + X^!S){1 + x^z){l + (xf^z).., 

die erzeugende Function ist; der Coefficient von z^x^ wird 

c».(/»). 

11* 
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Es seien für die Zahl n (hier für n = 23) ohne Wiederholungs- 
znlassnng 



zwei Zerlegungsdiagramme. Die Zahlen 6, r, i und h haben dieselbe 
Bedeutung wie im vorigen Paragraphen. Die beiden gegebenen Dia- 
gramme unterscheiden sich generell dadurch von einander^ dass im 
ersten die h^ Zeile des rechten Restdiagramms noch Punkte enthält; 
während solche Punkte im zweiten Bestdiagramm nicht Yorkommen. 
Das untere Bestdiagramm der ersten Zeichnung darf daher mit 
h Elementen beginnen; das untere Diagramm in der zweiten Zeich- 
nung dagegen höchstens mit (h — 1) Elementen^ damit die einzehien 
Summanden von n ungleich bleiben. 

Im ersten Falle ist die Anzahl der rechten Bestdiagramme 
(vgl. Formel (7) § 85) 



C(*) 



(/.;l,2,...) = 



X ' 



.(l-i«;)(l-a!«). ..(!-«*). 
and die der unteren Bestdiagramme 

C('-»> ( A; 1, 2, . . . ä) = [(1 + ex) {1 + zo^) . . .{1 + ea^)l.^-H-, 

also giebt es an Gombinationen so yiele^ als der Coeffieient you 
^—KL^^h ijj ^ejQ Ausdrucke 

anzeigt. 

Für den zweiten Fall ergiebt sich ebenso als Anzahl der Zer- 
legungen der Coefficient von a;"""**^?»""* in dem Ausdrucke 

W (l-.)(l-x«)'..(l-^-i) (1 + ^^) (1 + ^^0 • • • (1 + ^^-^)- 

Nimmt man die Summe von (a) und (/S), dann hat man die 
Anzahl aller Zerlegungen von n mit einem Maximalquadrate von 
Ä* Punkten. Diese Summe ist gleich 

_ (l + a;g)(l+a;*g)...(l+a^-ig) l+a;2Ag -7- 
"~ (l~a;)(l-aj«)...(l-a?*--i) 'l-a?*'^ ' 
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und in diesem Bruche ist der Coefficient von x^^^^ß^^^ zu suchen, oder 
derjenige von a^^sr* in der Entwickelung der Function 

(l-a;)(l-Ä«)...(l-ajÄ-i) * 1-x^ 
nach steigenden Potenzen von x und jg. Daraus folgt, wenn man 
Ä= 1, 2, . . . oo setzt 

(5) (^l+a;z)il+x's!Xl+a^0). .. =1+^-^X0 + ^^ ■''-±^a^z*+... 

8ä*+A 

{l+xz)...{l+c^-iz)l+xif^z —f-. 
"^ (l-a;)...(l-Ä*-i) 1-aj* ^ ^f'" 

Setzen wir hierin ^==—1, dann entsteht als Specialfall 

(l-a;)(l-a;^(l-a^)...=l~(l + ^)a? + (l + ^*)^5-(l + a:^>"+... 

= l — x — a^ + x^ + x'' — x^^-'X^^-\ 

also die merkwürdige Euler 'sehe Gleichung, auf welche wir bereits 
im § 89 genauer eingegangen sind. Hier ist der dort versprochene 
Beweis gegeben. 

§ 100. Diese Euler'sche Gleichung kann nach einer von 
J. Franklin*) angegebenen Methode noch auf einfacherem Wege 
hergeleitet werden. Seine Methode beruht auf einer eigenthümlichen 
Umgestaltung eines Zerlegungsdiagramms für n bei ungleichen 
Summanden. 

Wir wollen in einem solchen Diagramm als obere Abschrägung 
die Reihe der letzten Elemente in den ersten Zeilen bezeichnen, so 
weit fortgesetzt, als diesö letzten Punkte in einer geraden Linie 
hegen, die unter 45^ von oben rechts nach unten links geht. So 
bestehen in den drei Figuren 



(«).... iß) (y) 



die oberen Abschrägungen bei (a) aus einem, bei (/3) aus zwei und 
bei (y) aus drei Punkten, oder, wie wir sagen wollen, die obere Ab- 
schrägung ist in diesen Fällen gleich 1, bezw. gleich 2, oder gleich 3. 
Gesetzt nun, die obere Abschrägung eines Diagramms wäre kleiner 
als die unterste Zeile des Diagramms, dann kann man im Allgemeinen 
die Punkte dieser Abschrägung vom Diagramm entfernen und ihm 
dafür ebenso viele als neue letzte Zeile anfügen, ohne dass dadurch 

*) Par. C. B. 92 (1881) p. 448. 
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die Bedingung der Ungleichheit der Summanden verletzt würde. Nur 
wenn die obere Abschragung auch das letzte , rechte Element der 
untersten Zeile nmfasst^ und wenn die Punktzahl dieser Zeile nur 
um eine Einheit grösser als die Abschntgung ist^ nur dann ist dieses 
Yer£EJiren nicht möglicL 

(ß) zeigt die Wirkung des Verfahrens auf (a), und (i) zeigt den 
Ausnahmefall, in welchem es nicht anwendbar ist, da sonst das un- 
erlaubte (g) mit gleichen Summanden entstände. 



w 



(*) (0 



Ist die letzte, unterste Zeile kleiner als die obere Abschrägung, 
so kann ausnahmslos die letzte Zeile fortgenommen, und ihre Punkte 
können zu je einem rechts an die obersten Zeilen angetragen werden. 
So entsteht (rj) aus (y) 



in) 



• • • 



Gesetzt endlich, die letzte Zeile und die obere Abschrägung 
stimmten in ihren Punktzahlen überein, wie bei (/3), so ist im All- 
gemeinen die Umgestaltung möglich, dass man die letzte Zeile weg- 
nimmt und die ersten verlängert, wie dies im vorigen Falle be- 
schrieben ist. Nur dann, wenn das rechte Element der letzten Zeile 
noch zur oberen Abschrägung gehört, wird das Verfahren unmögHch. 
(d) zeigt die Umwandlung von (ß), und (i) einen Ausnahmefall, weil 
ein (x) nicht erlaubt ist. 



W (.).... (x) 



In jeder Umformung liegt eine gegenseitig- eindeutige Zuordnung 
zweier Zerlegungen von w, das eine Mal in eine gerade, das andere 
Mal in eine ungerade Anzahl von Summanden, die unter einander 
ungleich sind. Im Allgemeinen giebt es also von jeder dieser beiden 
Sorten gleich viele Arten. 

Der erste Ausnahmefall kann nur vorkommen, wenn die Punkte 
der Zeilen der Reihe nach, von oben nach imten geordnet, ihrer 
Anzahl nach 

2k, (2k — 1), ... (Ä+ 1) zusammen n = — ^ 
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sind. Ist Tc gerade ^ so gehört diese Ausnahmezerlegang zur Glasse 
mit gerader Summandenzahl; ist Ic ungerade^ dann gehört sie zur 
Glasse mit imgerader Summandenzahl 

Der zweite Ausnahmefall kann nur vorkommen, wenn die Punkte 
der Zeilen, der Beihe nach von oben nach unten geordnet, 

(2Ä — 1), (2Ä — 2), ... Ä zusammen n = — ^ 

sind. Auch hier gehört die Zerlegung in die Glasse mit gerader oder 

mit ungerader Summandenzahl, je nachdem Tc gerade oder ungerade ist. 

Wir haben also das Resultat: Eine Zahl n, die nicht von 

der Form — f=— ist, lässt sich auf ebenso viele Arten in un- 
gleiche Summanden von gerader Anzahl wie von ungerader 
Anzahl zerlegen. Ist n = — t""^^ ^^ giebt es von der ersten 
(der zweiten) Glasse eine Zerlegung mehr als von der zweiten 
(der ersten), wenn Tc eine gerade (eine ungerade) Zahl ist. 

In die Form einer Goefficientenvergleichung gekleidet, giebt 
dieser Satz das Euler'sche Theorem aus § 89 und § 99 

A=0 

§ 101. Sylvester leitet nach den angegebenen und anderen 
ahnlichen Methoden (1. c.) eine Beihe interessanter Resultate her, auf 
deren Darlegung wir hier verzichten müssen. 

Ebenso wenig können wir auf die weiteren Untersuchungen über 
die Theilungstheorie eingehen, welche Mac Mahon*) angestellt hat. 

Endlich müssen wir uns mit dem Hinweise begnügen, dass der- 
selbe Autor in ähnlicher Weise auf die analytische Behandltmg der 
Variationen zu vorgeschriebener Elementensumme eingeht, wie wir 
die Gombinationen mit vorgeschriebener Elementensumme behandelt 
haben. Er nennt sie Compositionen einer Zahl w.**) Diese 
Gompositionen stehen in engem Zusammenhange mit den voll- 
kommenen Theilimgen (§ 83). 



*) Philos. Transact. R. Soc. of Lond. (A) 187. (1897) fOr 1896; p. 619. 
*^ Philofl. Transact. ß. Soc. of Lond. (A) 184. (1894) fOr 1898; p. 835. 
Messeng. of Math. (1890). 
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Capitel 8. 

Die comblnatorischen Complexionen als Producte betrachtet 

§ 102. Oenau wie wir in den letzten Gapiteln die combinatori- 
sehen Complexionen in Hinsicht auf die Summe der in ihnen auf- 
tretenden Elemente untersuchten^ so können wir auch eine solche 
Gomplexion als das Product ihrer Elemente auffassen; und diese Be- 
trachtungsart wird durch unsere Schreibweise der Anschauung nocli 
näher geführt. Wir deuten jetzt also die Symbole 

CWK, . . . aj, rWK, . . . a„]; F^K, . . . aj, O^K, . . . aj 

als die Summe der Producte der einzelnen in die Complexionen 
eingehenden Elemente. 

Man erkennt sofort die Richtigkeit folgender Formeln 

H 

V ax C(*-^)K, . . . ax-u ^^x+u ...»«] = *C(*^K, . . . aj; 

n 

^ CW[ai, . . . ax^u ax+u • • • öt«] = (n — h) C<*>[ai, . . . a„]; 
C^^^loi, . . • (^x^u (^i+u • . • ö^n] + azC<*-i)[ai, . . . ax-u c^z+i, ...a«] 

und es kann eine ganze Beihe ähnlicher Relationen aus früheren 
Paragraphen entnommen werden (vgl. §§ 2, 10, 14, 21 u. s. w.). 

Bei allen diesen Fragen möge, wie gewöhnlich, gesetzt werden 

C«»[ai,...] = r«»[a„...] = l. 

§ 103. Soll der Werth der als Product betrachteten Complexion 
eine vorgegebene Zahl n werden, dann kann das Problem, alle 
Complexionen dieser Art aufzufinden, als Herstellung aller Zer- 
legungen der Zahl n (ohne Rücksicht auf die Anordnung der Factoren) 
aufgefasst werden. So liefert die Zahl 30 an Zerfällungen in die 
einzelnen Classen die vier Möglichkeiten 

30; 2 . 15, 3 . 10, 5 . 6; 2 3 5. 

Bei diesen Zerfällungen ist die 1 als Factor auszuschliessen, will man 
nicht die Anzahl der Classen ins Unendliche wachsen lassen. 

Zuiulchst untersuchen wir, auf wie viele Arten eine Zahl n, 
welche das Product von q verschiedenen Primzahlen ist, sich in 
Je Factoren zerlegen lässt. Die Anzahl der Zerfällungen werde durch 
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5^*) bezeichnet. Dann ergiebt sich leicht durch Abzahlung die folgende 
Tabelle für gW mit dem verticalen Eingange q und dem horizontalen 
Eingange Je: 

Ä«l 2 3 4 5 6 7 8 



q^l 














2 




1 










3 




3 


1 








4 




7 


6 


1 






5 




15 


25 


10 


1 




6 




31 


90 


65 


15 


1 


7 




63 


301 


350 


140 


21 1 


8 




127 


966 


1701 


1050 


266 28 1 



Aus ihr entnehmen wir z. B., dass eine Zahl^ die das Product 
Ton 7 unter einander verschiedenen Primfactoren ist; sich auf 350 
Arten in 4 Factoren zerlegen lässt. 

Man erkennt sofort; dass 

(1) tf = Hfl, + tfZ^'' 

ist. In der That kann man alle Zerlegungen von g(*) auf zwei Arten 
herstellen, je nachdem die neue, g*® Primzahl einen Factor allein für 
sich bildet, oder mit anderen Primzahlen zu einem Factor zusammen- 
tritt. Der erste Fall wird dadurch erledigt, dass man allen Zer- 
legungen, welche zu 5^*J7j^^ gehören, die q^^ Primzahl als besonderen 
Factor anfügt; und das giebt also i^^~^^ Zerlegungen. Der zweite 
Fall wird dadurch erledigt, dass man allen g(*2_i d®^ Reihe nach in 
jedem der vorhandenen Je Factoren die neue Primzahl als Theil hinzu- 
fügt; und das giebt also ÄgW i Zerlegungen. So erkennt man die 
Bichtigkeit von (1). 

Durch (1) lässt sich die erzeugende Function 

ableiten; denn subtrahirt man von dieser öleichnng das Product 
hx ■ f,(x) = ÄgW . X + Hfl, . x' + H'itl, . a;» + • • •, 

80 folgt 

f,{x) . (1 - kx) = tfzt^) + g^*-i)a; + g?4:/)a;« + • • • 



iL es wird 



(2) 



/*W i^]c-x "^ (l-kx){l-[k-l]x) 

1 

— il-.x)(l-2^,,.(l-kx)' 
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nnd endlich 

(3) g^*^=r 1 • 

Den Bruch in der Klammer der rechten Seite können wir in Partial- 
brüche zerlegen und diese einzeln entwickeln. Dabei ergiebt sicli 
nach einigen Rechnungen 

Eine leichte Beduction zeigt; dass man auch setzen kann 

(4*) ifU = ^ [ä'+^ - {Dik - 1)'+^ +(*)(*- 2)'+^ - . .± (J)]. 

Vergleicht man dieses Resultat mit dem in § 22 abgeleiteten, 
so erhalt man fiir die dortige Formel einen neuen Beweis und 
zugleich eine interessante Verallgemeinerung. 

§ 104. An (4) anknüpfend müssen wir eine Bemerkung ein- 
schalten. Die Entwickelung von (2) nach steigenden Potenzen von x 
liefert 

A(a;) = l + ra)[l,2,...Ä;> + rW[l,2,...Ä]a?* + ... 

+ r(«)[l,2,...*]a:«-f ... 

Es ist folglich wegen (3) 

(4a) r(.-*)[i,2,...Ä] = [ (,_,).;. (,_,,)] ^_ = gf ; 

hierbei ist die linke Seite die Summe der als Producte aufgefassten 
Combinationen mit Wiederholungen aus den Elementen 1, 2, 3, . . . h 
Durch (4) ergiebt sich dann weiter 

r(«-*)[l,2,...»j] 

als independente Darstellung für die Summe der so aufgefassten 
Combinationen mit Wiederholungen. Die Gleichung (4a) zeigt: Eine 
Zahl; die aus g verschiedenen Primfactoren durch Multi- 
plication gebildet ist^ lässt sich auf so viele Arten in 
Ic Factoren zerfallen; als die Summe der Combinationen aus 
den Elementen 1, 2, .. .Ä mit Wiederholung angiebt, falls 
die einzelnen Complexionen als Producte gelesen werden. 
Passt man die gW in der neuen Bedeutung, so erkennt man, 
dass die von v. Ettinghausen*) für die jT gegebene numerische 
Tabelle mit der unsrigen des vorigen Paragraphen für die g ab- 
geleiteten übereinstimmen muss. 

*) Die combinatorische Analysis. Wien 1826; p. 296. 
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§ 106. Schwieriger werden die Betrachtungen in dem Falle, 
dass in das Prodnct n eine oder mehrere Primzahlen in höherer als 
der ersten Potenz eingehen. Wir wollen den einfachsten Fall be- 
trachten, denjenigen, bei welchem einer der Primfactoren p^ zweimal, 
alle anderen Psf P4> - - - dagegen nur je einmal vorkommen. Die 
Anzahl der Zerlegungen in k Factoren bei diesen q Primzahlen wollen 
wir mit i^(*) bezeichnen. Es ergiebt sich für die rj durch Abzahlung 
folgende Tabelle: n 

Ä=l 2 3 4 5 6 7 8 



«vv» 



2=2 
3 




1 
2 


1 


UV 


i- 




4 




5 


4 


1 




OJC 


5 




11 


16 


7 


1 




6 




23 


58 


41 


11 


1 


7 




47 


196 


215 


90 


16 1 


8 




95 


634 


1041 


640 


176 22 1 



2.H 


l^7 


'^? 


1S4 


Ht 


Wi. 


5-^ 


\\\ 


(o7 


v.\ 




m 


^^ 


x^^ 


IOC 




ai 





Bei der Aufstellung einer Recursionsformel ist Folgendes zu 
bedenken. Aus den zu i^f-Ti^^ gehörigen Zerlegungen kann man lauter 
zu i^^*> gehörige herleiten, wenn man die neue g*®, von den übrigen 
verschiedene Primzahl als neuen Factor hinzufügt. Dies giebt also 
rf^^^^ verschiedene Zerlegungen. Ferner kann man aus den zu 7f^l_^ 
gehörigen Zerlegungen lauter zu rf^^ gehörige herleiten, indem man 
jedem der h einzelnen Factoren jedes rf^l_^ die neue Primzahl noch 
hinzufügt; so entstehen krfl^}_^ Zerlegungen. Aber diese brauchen 
nicht sämmtlich unter einander verschieden zu sein; und zwar sind sie 
das nicht, wenn in der zu i^^*!.! gehörigen Zerlegung gleiche Factoren 
vorkommen, d. h. wenn sie p^ und p^ einzeln als Factoren der Zer- 
legung hat. Dies kann aber in den ij^^li so ofb geschehen, als das 
Product aus i>8;i>4> • • •i'j— i sich in (Ä; — 2) Factoren zerlegen lässt, 
d. h. 5^^^^ mal. So viel ist demgemäss in Abrechnung zu bringen, 
d. h. man hat die Reductionsformel 

(5) <> = K*ix + <-/'-S?r-.''> (*>2). 

Femer ist zu bemerken, dass im Allgemeinen für äj = 2 

(5*) <> = 2i?W, + <l,= 2i,fl ,+ 1 

gilt, nur nicht für g = 3, weil hier zu rf^^ die einzige Zerlegung 
w=j9i 'p^ gehört, so dass also für diesen Fall 

(5**) ra)^2n'i-> + rü)-\ 

ZU setzen ist. 
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Für die erzeugende Function von der Form 

finden wir hierbei den Werth 



g.(^)= ri-.ui-i 



il-z){l-'itz)...{l-lcz) 
und daher wird der Coefficient 



2-* 



^k j_(l~£f)(l-2£r)...(l-Ä;£f) 

Hieraus kann man die independente Darstellung des i^W ohne 
Mühe herleiten. Femer ergiebt sich sofort 

^a) = g(»)_(Ä_i)g(*-i) + g)g(*-»). 

§ 106. Es ist leicht einzusehen, dass die Verhaltnisse sich 
weiter compliciren, sobald wir über den eben behandelten FaU 
hinausgehen. 

Treten in w als Primzahltheiler der Factor p^ dreimal und die 
Factoren i>4, i>6, . . . je einmal ein, so sind bei der Bildung der ße- 
cursionsformel die beiden Fälle zu beachten, erstens, dass p^ und p^ 
als einzelne Zerlegungsfactoren auftreten, sowie zweitens, dass jp^, 
p^ und j>i in gleicher Weise einzeln vorkommen. Bezeichnen wir 
die Anzahl, um die es sich hier handelt, ähnlich so wie oben, mit %^^\ 
dann ist danach ^<*) zunächst aus den -d-^*— /> und dann aus den %^]p . 
zu bilden. In diesem letzten Falle ist zu berücksichtigen, dass von 
J-9"(*) . sowohl 1 • g^*~*) als auch 2 • 5^*""/^ abzuziehen ist: die erste 
Subtraction wird wegen i>i • i>i . . . nothig, und die zweite wegen 

Pi'Pi'Pi Aber bei der ersten Subtraction werden auch schon 

Zerlegungen fortgenommen, welche zu 2^^z^^ gehörten. Im ganzen 
ist abzuziehen 1 • (§(f /' - Sfr»«') + 2 • (g<»r/0 = ^^Z? + g«*",')- 

Folglich wird die Reductionsformel für unsere Annahme 

(6) ^^*) = i^f_^ + ^(t:,^) - §(*r/) - g</-/). 

Für den Fall 

w=i>i-i>I-i>5-i>6--^ 
greifen die zu berücksichtigenden Subtractionen noch mehr in einander 
ein. Den Abschluss dieser Reihe von Betrachtungen liefert die An- 
nahme, dass alle eintretenden Primfactoren einander gleich sind, n also 
die Potenz einer Primzahl wird. (Vgl. den Schluss von § 112.) 

§ 107. In den letzten drei Paragraphen haben wir Combina- 
tionen zu gegebenem Producte behandelt. Wir wollen nun an die 
Variationen zu gegebenem Producte gehen. Der erste, welcher sich 
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mit diesem Gegenstände beschäftigt hat; ist A. F. Möbius.^) Er 
kam durch folgendes analytische Problem zur Behandlung dieser 
Variationen: 

Es sei die nach steigenden Potenzen von x geordnete 
Reihe 

(7) f(x) = a^x + a^x^ + a^x^ + a^a^ + • • • 

gegehen. Man soll eine Umkehrung in der Form 

(8) X = \f(x) + b,f(x') + \f{x') + lj{x') + . . . 

herstellen. Substituirt man die Werthe von fix)y f(x^), f(x^), . . . 
in (8), so entsteht 

x=\(aiX+aiX^ + ^s^ + ^4^ + ^^^ + ^b^^ + a^x'' + a^a? + a^x^ H ) 

+ l^{a^x^ +a^ci^ +a^x^ +a^x^'\ ) 

+ l\a^x^ +a^x^ +a3ic« + ...) 

+ ^4(^1^ +(h^'\ ) 

+ 

mid es muss also gesetzt werden, wenn man nach Potenzen von x 
geordnet hat, 

\a^ = 1, 

61^2 + \(h = 0, 

\a^ + 63^1 = 0, 

(9) 61 »4 + \^i + \^i = 0> 

^10^5 + 650^1 = 0, 



Daraus geht hervor, dass die Indices, welche in diese einzelnen 
Gleichungen eintreten, der Reihe nach die Variationen zweiter Classe 
mit erlaubter Wiederholung zu den Producten 1, 2, 3, 4, . . . sind, 
wobei der Factor 1 nur im ersten und im letzten Gliede auftreten 
kamL Aus (9) folgt, wenn der Einfachheit halber a^ = 1 gesetzt wird, 

61 = 1 

62 = — «a 

63 = - «s 

MQ\ &4 = - 0^4 + ajOj, 

hß = — a^ + a^a^ + a^a^ 

^7 = - «7 

6g = - ctg + 0204 + a^a^ — a^a^a^. 



•) Joum. f. Math. 9 (1832) p. 106 = Werke IV p. 689. 
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Die Begel für die Bildung des bn ist die: man schreibt alle 
Variationen mit Wiederholnng zum Prodncte n auf ohne den Factor 1 
einzufahren, und macht sie zu Index -Complexen von Elementen a; 
den so erhaltenen Gliedern giebt man das positive oder das negative 
Vorzeichen, je nachdem eine gerade oder eine ungerade Anzahl yon 
Factoren das Glied zusammensetzen. So sind z. B. alle Variationen 
zum Producte 12 

12, 26, 34, 43, 6 2, 2 2 3, 23-2, 3-2-2, 
und daher wird 

6i2 = — 0^12 + 2a2ae + 203(14 — 3a^a^a^. 

Die Richtigkeit der Begel ergiebt sich sehr leicht durch strenge 
Induction aus den Formeln (9). 

§ 108. Wir wenden die erhaltenen Formeln auf die geome- 
trische Reihe 

f(x)^x + x^ + x^ + a^+'"=j^ 

an und erhalten durch Ausrechnung gemäss (10), weil alle ai gleich 
1 (und, 

/y« /y«8 /jfi /»»ß /y«6 /m7 

X^ 

(11) 



1-X 1-X* 1-X^ l-X^"^ 1-X^ 1-ü 



;+• 



Auf der rechten Seite erscheinen bisher als Coefficienten der 
Glieder a?^: (1 — af^) nur + 1, 0, — 1. Wir wollen nachweisen, dass 
dies ganz allgemein stattfindet. 

Aus (9) folgt, dass, wenn a eine Primzahl bedeutet, für unseren 
Fall, in welchem o^ = öf2 = * ' * = ^ ^^ setzen ist und 6, = 1 wird, 
l + 6a = 0, 6a = -l. 

Bedeutet ß eine zweite, von a verschiedene Primzahl, so liefert (9) 

l + ha + hß + haß^(l+ba){l + bß) + baß-ba*hß=^0, 
baß = ba • bß] 

ist y eine weitere von a und ß verschiedene Primzahl, so ergiebt 
sich aus (9) 

1 + &a + &/9 + 6y + &a/9 + bßy + bya + baßy = 

1 + 6« + 6/9 + 6y + babß + bßby + byba + babßby + {baßy '—ba'bß'by)^0 
(l+ba)(l+bß){l+by) + {baßy-ba ' bß • 6,) = 0; 

baßY ^ba'bß 'by 

u. s. f. Man hat also, indem man nach derselben Art fortfahrt, 

6a = —1; baß = +lj baßy=—l]... 
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Wenn demnach m das Product aus mehreren einander 
nicht gleichen Primzahlen ist, so wird 6m = ±l nnd zwar 
+ 1 bei einer geraden nnd — 1 bei einer ungeraden Anzahl 
Yon Primzahlen. 

Ist m = a^, so ergiebt (9) als Resultat 

1 + 6« + &aa = J>aa = 0; 

und für I» = a* folgt dann 

1 + 6a + 6aa + Kaa = ^aaa = 

u. 8. f. Ist also m die Potenz einer Primzahl, so wird 6^ = 0. 
Nun sei femer m = a*/J, dann wird 

{\ + ha + lß+laß) + h^ + la^ß = 

und also nach dem früher Erhaltenen 6a»^ = 0. Für m = a^ßy folgt 

(1 + 6a + 6/J+ 6y + 6a/J + hay + hßy + ^ßy) + ^a* + 6rt»/9 + &«»/ + ^ö»/?/ == 0, 

also ebenso hoflßy='0 u. s.f. Man erkennt daher, dass für m = a*/Jyd... 
das 6m = wird. Geht man nun zu i» = a*/J, so trennt man von 
der entsprechenden nach (9) gebildeten Summe zuerst aUe Summanden 
ab, welche als Index a^ß oder einen Theiler davon haben. Diese 
Summanden geben zusammengefasst und es bleibt 6a« + 6«*^ = 0, 
d.h. auch hier 6a»/9 = 0. In dieser Art geht es weiter, und man er- 
kennt: Ist m durch das Quadrat einer Primzahl theilbar, 
80 ist hm = 0. 

Wir haben demnach als allgemeines Bildungsgesetz von (11) er- 

kannt: hat den Coefficienten +1» wenn m = l oder das 

Product einer geraden Anzahl verschiedener Primfactoren 
ist; es hat den Coefficienten —1, wenn m das Product einer 
ungeraden Anzahl verschiedener Primfactoren ist; es hat 
den Coefficienten 0, wenn m durch das Quadrat einer Prim- 
zahl theilbar ist. 

§ 109. Gehen wir nun mit diesem Resultate von (9) zu (10) 
über, so erhalten wir einen Satz über die Anzahl aller Variationen 
von bestimmten Producten gerader Classen und derjenigen ungerader 
Classen. In (10) haben nämlich aUe Glieder, welche aus Variationen 
gerader Classen entspringen, das positive, ^ die übrigen das negative 
Vorzeichen. Folglich gilt der Satz: Bildet man alle Variationen 
mit Wiederholungen zu einem bestimmten Producte m und 
ordnet sie nach Classen, wohei m selbst diB erste Classe 
ausmacht, die 1 aber als Factor ausgeschlossen bleibt, so 
ist die Anzahl der Variationen in den geraden Classen der- 
jenigen in den ungeraden entweder gleich, oder die erste 
Anzahl ist um 1 grosser oder um 1 kleiner als die zweite, 
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je nachdem m durcli das Quadrat einer Primzahl theilbar 
ist, oder das Prodnct einer geraden, oder das einer un- 
geraden Anzahl von verschiedenen Primfactoren ist. 

Diese Ableitung unseres Satzes war nicht direct. Mob ins hat 
(I.e.) ausser ihr noch folgende andere, directe gegeben. 

Es sei zunächst das Product, zu welchem man Variationen bilden 
will, die Potenz einer Primzahl a^. Dann erhält man die Variationen 
der Ä*®^ Classe, wenn man q auf alle möglichen Arten unter Berück- 
sichtigung der Stellung in Je Summanden zerlegt und diese Summanden- 
Systeme zu Exponenten- Systemen für die Basis a macht. Die An- 
zahl der Variationen der h^^ Classe zum Producte «^ ist mithin der 
Anzahl der Variationen der ¥^^ Classe zur Summe q gleich. Diese 
Anzahlen sind für Ä = 1, 2, 3, . . . leicht zu übersehen, öiebt man 
ihnen abwechselnd das positive und das negative Vorzeichen, so entsteht 

Für m=^aß ist der Satz daher bewiesen. 

Weiter seien m eine beliebige Zahl, v\ «?", «?'", , . . !?("), t;(*+^), . . ♦ 
die Anzahlen der Variationen mit Wiederholungen der ersten, zweiten, 
dritten, . . . v*®", (i; -f- 1)*®"^ Classe zum Producte m, und F', V", . . . 
Y{v)^ Y{v\-i)^ ... die entsprechenden Anzahlen für das Product m • a, 
wo a ein nicht schon in m enthaltener Primfactor ist. Dann findet* 
man die zu F^""*"^^ gehörigen Complexionen folgendermassen: Wir nehmen 
eine jede zu «;("+!) gehörige Complexion und fügen der Reihe nach 
a als Bestandtheil jedem Factor hinzu; dabei entstehen (v + 1) Com- 
plexionen von F(''+^) aus jeder einzelnen von «?(''+ 1). Dann nehmen 
wir zweitens eine jede zu v^") gehörige Complexion und fügen der 
Reihe nach a als besonderen, neuen Factor an jeder der (v + 1) mög- 
lichen Stellen an; so entstehen auch hier (v + 1) zu F(''+^^ gehörige 
, Complexionen aus jeder einzelnen von i;(*'+^). Also gilt die Reihe 
der Beziehungen ^^ , ^ 

r'=2t/+W', 

F"'=3t/'+3i;% 
7(.+i) = (i; + 1) i;W + (v + 1) t;(-+i), 

und daher wird durch Vereinigung 

F-F'+F"' ±FW+F(H-l)+.-..=-t/+«;"-t/"+...+t?W + t;(H-l) + ... 

Ist also die rechte Seite = 0, so wird auch die linke = 0. Dies 
geschieht daher der Reihe nach, wenn m = /?*, dann =i a • /J«, dann 
= -ß-y^,... U.S.W. ist. Der Satz ist somit für alle m=s«^«/J-y-d... 
bewiesen. 
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Er bleibt daher nur noch für den Fall zu beweisen^ dass m 
mehr als einen Primfactor in höherer als der ersten Potenz hat. 

Es sei m eine beliebige Zahl; v\ v*\ . . . mögen fdr sie das Gleiche 
bedeuten wie oben; V\ F", . . . mögen sich ähnlich auf das Product 
m ' aß beziehen, wo a ein nicht schon in m enthaltener Primfactor 
ist. Dann ist zunächst für die erste Glasse der Variationen 
(a) F' = «;' = l. 

Die zweite Glasse der Variationen zum Producte m • aß setzt sich 
zusammen erstens aus derjenigen erster Glasse zum Producte m^ indem 
man 

m • a^y ma • a«~"^, . . . mcfi'^^ • a, 

a« • m, aß"^ • ma, . . . a • ma^"^ 

bildet. Die Anzahl dieser Variationen sei a; das ist eine nur von q 
abhangige Zahl Zweitens ergiebt sich der übrige Theil der Varia- 
tionen zweiter Glasse zum Producte m • «« aus denen zweiter Glasse 
f-g zum Producte w, indem man 

maß^fa^,gai^ (X + ^ = 2; X = 0,l,2, . . .g) 
setzt. Die Anzahl der aus einem f-g entstehenden Zerlegungen sei &; 
das ist eine nur von q abhän^ge Zahl, die bei allen f-g zweiter 
Classe zum Producte m dieselbe bleibt. Folglich ist 

(/J) F" = av' + lv\ 

Auf gleiche Art werden aUe Variationen der dritten Glasse zum 
Producte wa« aus den Variationen der drei ersten Glassen zum Pro- 
ducte m abgeleitet. Dabei entstehen aus jeder Variation einer und 
derselben Glasse gleich viel^ so dass wir setzen können 

mid ebenso weiter 

{S) F"" = 0^^ + 63t;" + C2^" + ^2^% 

u. s. f. 

Es handelt sich also jetzt um den Werth der Summe 
(«)-(/') + (y) y d.h. um 

Ist nun zunächst m eine Primzahl, also t;' = l, t;" = t;'" = ---==:0, 
dami wird der Ausdruck, wie wir vorher sahen, =0; folglich ist 

(1 — a + tti — o^ H ) = 0; 

mid da dieser Ausdruck nur von q ablmngt, so ist er allgemein 
gleich Null imd nicht nur in dem FaUe, dass m eine Primzahl ist. 
Der fragliche Ausdruck geht sonach in die einfachere Gestalt 

über. 

Netto, Combinatorik. 12 
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Nun setzen wir m gleich einem Prodncte ans zwei Primzahlen; 
dann ist v'" = «?"" = • • • = 0, v" =f= und, wie wir vorher sahen, wird 
der Ausdruck = 0; demnach ist hier auch 

(&-6i + 63 ) = 0, 

und dies gilt dann gleichfalls allgemein für jedes m, u. s. w. 

So zeigt es sich denn auch direct, dass, wenn der Werth, zu 
dem das Product genommen wird, durch mehrere Primzahlpotenzen 
theilbar wird, das fragliche Aggregat, wie es sein muss, verschwindet. 

§ 110. Um für die Zahlen a, 6, . . ., a^, 6i, . . . ein Beispiel zu 
geben, setzen wir q = 2. 

Da sich a^ in höchstens zwei Factoren zerlegen lasst, so ist 
FC'') = K • «;("-«) + l^ • t;(''~i) + m^ • «?("). 
Um Jcv zu berechnen, bedenken wir, dass aus einer zu «?("— 2) gehörigen 
Zerfällung alle zu F^") gehörigen entstehen, wenn die beiden Factoren 
a und a auf alle möglichen Arten als neue Factoren zu den vor- 
handenen (v — 2) hinzugefügt werden. Das kann auf ( ^ j Arten ge- 
schehen. Um Iv zu berechnen, schreibe man zuerst den Factor a als 
neuen Factor an alle v Stellen der zu t;(»'— i) gehörigen Zerlegungen 
und bringe dann das andere a in irgend einem der nun vorhandenen 
V Factoren als zugehörigen Bestandtheil unter. Das giebt v^v Arten. 
Die Bestimmung von ntv endlich erfolgt dadurch, dass man die 
beiden a beliebig als Bestandtheile in die schon vorhandenen v Fac- 
toren der zu v^'*'^ gehörigen Zerlegungen unterbringt. Dies giebt 

(^■^■^1 Möglichkeiten. Sonach ist 

(a) F(-) = (l\ «;("-«) + v^ . i;(--i) + /'^ + ^ W t;"; 

insbesondere haben wir 

r =v' 

F" =4t;'+'3i;" 

F(iv)= 6i;'' + 16i;'" + 10i;(i^) 

F(V) = lOi;'" + 25t;(^) + 15t;(^) 



und hier zeigt sich denn auch in der That die Gleichung 

F' — F" + F'" — 7(^) + F(^) = 0. 

Um das allgemeine Bildungsgesetz zu erkennen, reicht es aus, 
ffir g = 3 und also für m • a^ die entsprechende Formel anzugeben. 
Sie lautet: 

(,)F..._(|;)^-.+(|)(;;)^~..+(j)(-+y.-..+(j)('+2),*-. 
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§111, Möbius hat aus diesen Betrachtungen einen weiteren 
Satz über die Variationen zu bestimmten Producten abgeleitet. Achten 
wir z. B. in (ß) des vorigen Paragraphen auf die Coefficienten 6, 16, 
10 bei v"\ so ergeben diese sich daraus, dass bei jeder zum Pro- 
ducte m gehörigen Zerlegung, die etwa f ' g -h heissen möge, die 
beiden Primzahlen a, a auf alle möglichen Arten angefügt sind: 
zmiachst bei den drei Factoren 



(6 Arten); 



fa^-g-h, fa-ga-h, fccg-ha, 

f-ga^'h, f-gccha, f-g-ha^, 

dann bei den vier Factoren 

a^'f-g-h, a-fa-g-h, a-f-ga-h, a-f-gha, 

fa-a-g-h, f-cc^g-h, f-a-ga-h, f-ag-ha^ 

fa-g-a-h, fga-a-Ji^ f-g-a^-h, f-g-a-ha, ^^^ ®^^' 

fa-g-h-cc, f-ga-h-a^ f-g-ha-a, f-g-h-a^, 

und endlich bei den fünf Factoren 

a-a-f-g-hy afag-h, af-g-ah, -fg-h^a, 

f-a-a-g-h, f-ag-a-h, f-a-g-ha, fg-a-a-h, (lO Arten). 

fg-a-h-Uy fgh-a-a. 

Nimmt man hier die Classenanzahlen mit abwechselnden Vor- 
zeichen, dann folgt 6 — 16 + 10 = 0; und im allgemeinen Falle ist 
es ebenso. Diese Variationen sind insofern von besonderer Art, als 
f, g, h ihre PKtze unter einander nicht vertauschen dürfen. Das 
Entsprechende können wir durch die Voraussetzung der Gleichsetzung 
von f=g = h = ß erzwingen. Dann ist freilich noch hinzuzufügen, 
dass bei den Zerlegungen von ß^a^ jedes Mal ß in keiner höheren 
als der ersten Potenz auftreten darf. So gelangt man zu dem Satze, 
bei dem nur die Exponenten durch allgemeine Zahlen ersetzt sind: 
Bildet man alle Variationen zum Producte a^/J'*, so jedoch, 
dass in keinem Factor einer dieser Variationen ß in einer 
höheren als der ersten Potenz vorkommt, und ordnet man 
die Variationen nach Classen, wobei also die r*® die niedrigste 
und die (g + r)*® die höchste Classe ist, so ist die Anzahl der 
Variationen in den geraden Classen der Anzahl in den un- 
geraden gleich. 

§ 112. Aus der Tabelle für die g(*) des § 103, durch welche 
die Combinationen bei unter einander verschiedenen Elementen ge- 
geben werden, folgt leicht die entsprechende Bestimmung für die 
Variationen, indem man die 1*% 2*®, 3*% . . . Spalte mit II, 2!, 31, . . . 

12* 
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multiplicirt. Daraus ergiebt sich dann auch ohne Schwierigkeit die 
erzengende Function sowie das allgemeine Glied für die Anzahl der 
Variationen Ä*®' Classe bei q Ton einander verschiedenen Primfactoren. 
Möbius macht (L c.) noch auf folgenden Umstand aufinerksam: 
„Alle Variationen w*®' Classe zum Producte a^/J^y'* ... zu finden, ist 

einerlei mit der Aufgabe, ^ + g + r H Elemente, von denen p unter 

sich, q unter sich, . . . gleich sind, in n verschiedene Fächer zu ver- 
theilen'^ Wir haben also diese, sonst wohl für sich behandelte Auf- 
gabe*) in den voraufgehenden Paragraphen besprochen. (Sind die 
Fächer gleichberechtigt, so handelt es sich um Combinationen zn 
gegebenem Producte, statt um Variationen, weil es dann auf die 
Stellung der Factoren nicht ankommt.) „Ebenso ist die Bildung der 
Variationen w*®' Classe zur Summe p nicht verschieden von der Auf- 
gabe, p gleiche Elemente auf alle möglichen Arten in n Fächer zn 
vertheilen, woraus man zugleich ersieht, dass das Varüren zu einer 
bestimmten Summe als specieller Fall des Variirens zu einem be- 
stimmten Producte betrachtet werden kann*'; d. h. jede Art, die Zahl p 
in n Summanden zu zerlegen, entspricht einer Art, die Potenz «^ in 
n Factoren zu zerfallen, und umgekehrt. — Hierbei wird ersichtiich, 
dass die allgemeine Zerlegungsaufgabe dieses Capitels, welche sich 
auf a^ß^Y^ . . . bezieht, in engem Zusammenhange mit der „mehr- 
theiligen Theilung'* aus Capitel 6, § 95 steht, ja im Grunde mit ihr 
identisch ist. 

§ 113. Ueber Combinationen aus den Elementen 1, 2, 3, . . ., 
welche als Producte aufgefasst werden, hat H. F. Scherk**) einen 
merkwürdigen Satz hergeleitet. Sein Ausgangspunkt war eine Frage 
der Reihenentwickelung; und der von ihm gegebene Beweis stützt 
sich auf dahin gehörige Betrachtungen. Dadurch werden aber un- 
nöthige Complicationen fcLr die Führung des Nachweises geschaffen. 
Wir wollen sie in der folgenden Darlegung durch Abstreifui^ alles 
Unnöthigen beseitigen. 

Wir gehen von der Reductions- Gleichung für Combinationen 
ohne Wiederholungen aus, deren Richtigkeit ja sofort ersichtlich ist: 

C(«-*)[l,2,...w-l]=C('»-*)[l,2,...n-2]+C(«-*-i)[l,2,...w-2].(w-l). 

Jedes C ist hier als Summe der einzelnen, als Producte aufgefassten 
Complexionen zu deuten. Es sei ^^ • ^j . . . tn^k eine solche Com- 
plexion. Durch die Transformation, welche jedes Element 4 ^ 
— (<a + a — 1) för a = 1, 2, . . . (w — Ä) überführt, ändern wir jetzt 
alle Summanden auf beiden Seiten der obigen Gleichung. Dadurch 
möge die Complexion 

*) Oettinger, Lehre v. d. Combinationen VI, § 38 ff. 
**) Jonm. f. Math. 11 (1834) p. 226. 
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(7(«-*)[l^ 2, ... w — 1] in eine Pmiction ^ Qc^ n) 

übergehen. Dann wird die obige Relation zwischen den Combinations- 
Summen zu 

(a) ^(*, n)=-il) Qc— 1, w — 1) — (2n — Ä; — 2) ^(*, n— 1). 

Man erkennt sofort aus der Bedentnng des ^^ dass 

^(0,2) = 0, ^(1,2) = -1, ^(2,2) = 1, T('(2 + x,2) = 

zu setzen ist. 

Andererseits liefert auch das Product 

V(Ä;,n) = (-l)''-n.3.5...(2n~2Ä;--l)(2n--^Ä;--l\ 

eine allgemeine Losnng der Functionalgleichung (a). Denn die Sub- 
stitation ^ = V in die Relation (a) fOhrt auf die Identität 

Da auch 

V(0,2) = 0, V(l,2) = -1, V(2,2) = l, V(2 + «,2) = 
ist; SO ergiebt sich als allgemein gültig das erste Scherk'sche 

d.h.: Wenn man in allen Gombinationen (n — A;)*®' Glasse ohne 
Wiederholung von 1, 2, . . . w — 1, als Prodncte aufgefasst, den 
zweiten Factor jeder Gomplexion um 1, den dritten um 2, 
U.S. f. erhöht, so ist die Summe dieser Prodncte gleich 

1 . 3 . 5 . . . (2n - 2Ä; - 1) (^^^^^ ^). 

§ 114. Wir gehen zweitens von der Reductionsgleichung für 
die Gombinationen mit Wiederholung aus, deren Richtigkeit klar ist, 

r(«-*)[l,2,...Ä] = r(«-*)[l,2,...Ä;-l] + r(«-*-i)[l,2,...Ä;].Ä;. 

Wir wandeln die zugehörigen Gomplexionen ^ • i^ • ^s . . . tn—h 
dadurch um, dass wir in eine jede 

— (ta— CC + 1) statt ta 

eintragen. Durch diese Transformation möge die Gombination 

r(»-*)[l,2,...Äj] in (3(k,n) 
übergehen. Dann entsteht aus der Gleichung der F die Relation 
(ß) (3 (Ä, w) = (3 (Ä;- 1, n- 1) + (n- 2*- 1) (3 (*, n- 1). 
Die Bedeutung der (3 (i, 2) liefert die numerischen Werthe 
ö(0,2) = 0, (al(l,2) = -l, (5(2,2) = 1, (3(3,2) = 0, .. .. 
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Andererseits liefert auch das Product 
Q(Ä,n) = (-l)-*1.3.5...(2«-2Ä-l)(2^«2^) 

eine allgemeine Lösung der Fonctionalgleichung (/3). Denn die Sub- 
stitution (3 = Q in (/3) führt auf die Identität 

(2-2*-l)[(2.l2t)-(2:Z|,)]-(2''-"+l)G,lF/-2} 

Da für das zweite Argument n = 2 auch 

Q(0,2) = 0, Q(l,2) = -1, Q(2,2) = l, Q(3,2)-0,... 

wird, so ergiebt sich das weitere Scherk'sche Resultat 

CD (kj w) = Q (Ä;, n)j 

d.h.: Wenn man in allen Combinationen (n — i)**' Glasse mit 
Wiederholung von 1, 2, 3, . . . Ä, als Producte aufgefasst, den 
zweiten Factor jeder Gomplexion um 1, den dritten um 2, 
u. s. f. vermindert, so ist die Summe dieser Producte gleich 

1.3.5...(2n-2*-l)(2^^2^). 

Setzt man nun in dem Satze des vorigen Paragraphen für l 
und n ein bezw. (n — m + 1) und (w + 1); und in dem Satze dieses 
Paragraphen für Tzq und n^ ebenso n und (n + rn)y so werden die 
Producte einander gleich, nämlich jedes gleich 

1.3.5...(2n--2*-l)(2-\-l) = 1.3.5...(2no-2;fe,^ 

= 1.3.5...(2m-l).f^ + ^V 

Folglich erMlt man den Scherk'schen Hauptsatz: Bildet man 
alle Combinationen ohne Wiederholung 

C('»>[l,2,3,...n] 

und addirt zu jeder ersten Stelle der Gomplexionen 0, zu 
jeder zweiten Stelle 1, zu jeder dritten 2, u. s. f., betrachtet 
die einzelnen Formen als Producte und nimmt ihre Summe; 
bildet man ferner alle Combinationen mit Wiederholung 

r('»)[l,2,3,...w] 

und subtrahirt man von jeder ersten Stelle der Gom- 
plexionen 0, von jeder zweiten Stelle 1, von jeder dritten 2, 
u. s. f., betrachtet die einzelnen Formen als Producte und 
nimmt ihre Summe, dann sind beide Summen einander 
gleich, und zwar 

= 1.3.5...(2m-l)7*^ + ^Y 
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§ 115« Wir gehen jetzt zur Berechnnng der Ausdrücke 

C(»)[l, 2, 3, . . . Je], r(«)[l, 2, 3, . . . ÄJ] 

über^ die in dem zu Anfang dieses Gapitels angegebenen Sinne ge- 
deutet werden sollen. Wir werden sie als Summen darstellen, deren 
Glieder von der ganzzahligen Auflösung zweier Gleichungen abhangt, 
so dass hier ein Anschluss an die Untersuchungen am Schlüsse von 
Capitel 6, § 95 sich herausbildet*). 
Wir gehen von der Entwickelung 

(l-:c)-' = l + ^»+(*+^)a;»+(^ + 2);r»+--- + (^ + *-l):t* + ... 
ans. Es ist nun 
(«+&-l)(Ä+Ä-2)...(«+l)«=«*+OW[l,2,...i-l]Ä*-i+C(»)[l,2,...Ä-l]Ä^« 

+ ... + C(*-i) [1,2,. ..*-!]«, 
vnA also wird die Torhergehende Gleichung hierdurch zu 

(1-a:)-' = l + 0{x + ^ Ca)[l] + 1; CW[1, 2] + ll C(»)[l, 2, 3] +• • • ) 



C 



a) +'^1f-'+|] CW[1,2]+|^CW[1Ä3]+|;(7W[1,2A4] +• • • ) 
+ 



a;''. 



= 1 + V0^V|,CO.-^)[1,2,3,...^-1]. 
Andererseits ist 

so dass, wenn man beide Entwickelungen mit einander Tergleicht 
nnd weiter x , x* x\ x* , 

-lg(l-x) = Y + T + Y + T +••■ 
setzt, sich ergiebt 

Aus dieser merkwürdigen Entwickelung erhalten wir den ge- 
suchten Ausdruck durch Gleichsetzung' der Coefficienten von xf". 
Man findet dabei 

i^o^-)[i,2,3,...,-i]=i^2^r^?^r7^^ 



(13) CC/*-^)[l,2,3,...^-l]=V 



1^1 



^ aI6!c!...l".2*.8^.. 

*) Chr. Kramp bei Hindenburg: „Der polynomische Satz, das wichtigste 
Theorem der ganzen Analysis*^ u. s. w. Leipzig 1796, p. 111; v. Ettinghausen: 
„Die combinatorische Analysis". Wien 1826. 
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Eine für die Bedmung etwas bequemere Formel erhalten wir, 
indem wir ans der Formel im Nenner a fortschaffen. Setzen wir x 
für a ein, dami können wir offenbar 



^Oi-l)...(K + l) 



(13*) 0(^-^)[l,2,...,*-l]=2 

(P + c+d + "-^X-%; b + ^c + Sd+ fi~l) 

setzen. Wäre z.B. (7(*)[1, 2, . . . 8] zu berechnen, so müsste num 
bei unmittelbarem Vorgehen (2) ==70 Glieder aufschreiben. Durch 
(13*) erhalt man f* = 9, X = 5 und ab Losungen von 

6 + 2c + 3d + .-. = 4 



Daraus fo^ 
(?(*)[!, 2,. ..8] = 



6=4 


2 


1 








c=0 


1 





2 





d = 





1 








c=0 











1 


x = l 


2 


3 


3 


4 . 



9-8. ..3. 2 . 9. 8. ..4. 3 . 98. ..54 . 98.. .64 



412* 

+1± 



212». 8* 
6-6 



2-4 



2!8* 



= 22449. 



§ 116. Wir haben bei der Ableitung von (12) der Kürze halber 
logarithmische und exponentieUe Entwickelungen benutzt. Man kann 
diese aber, wie v. Ettinghausen (1. c. p. 163) es thut, auch ver- 
meiden, was aus theoretischen Gfründen von Wichtigkeit ist. Er geht 
dabei so vor: Es sei 

(l-^xy-' = \ + h^e + 1c^e*+'" (Äo = i), 

dann wird das Quadrat hiervon 

(1 - a;)-«' = *S + 2ÄoM + (*! + 2*oJi) ^^+ (2*iÄ, + 2Ä;oÄ3) ;ßr» +... 

= Ä;o + h(20) + \ (2zy + *,(2;ßr)» + ..., 

und hieraus ergiebt sich sofort die Becursionsformel 

(2> — 2)Äy = Äi^y— 1 + Th^v-i H h Äy_iÄi. 

Gesetzt nun, man hatte für a == 1, 2, 3, . . . (v — 1) bereits er- 
kannt 

dann würde sich dasselbe Gesetz auch weiter gemäss 

v!(2^ - 2)*, = ij[(j)+ g) +...+ (J)] = ÄI(2'- 2) 
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(14) i,=^; 

daraus ergeben. Da nun die Annahme für a = 1 richtig ist, so 
gilt (14) allgemein. Für \ folgt femer, wie (a) des vorigen Para- 
graphen zeigt, 

SR «K iXj 

imd damit sind die obigen Resultate wieder gewonnen. 

§ 117. Für die F leitet y. Ettinghausen auf eine etwas 
complicirte Art eine ahnliche Formel ab. Wir können sie kurz 
folgendermassen beweisen, wenn wir den Gebrauch der Exponential- 
reihe zulassen woUen. 

Es ist einerseits für ein beliebiges n 

und andererseits haben wir 

(«.-!)»= e«* - (Jj e(«-«' + (^\ c(»-«)' 

;i=o 



X = X=:0 



=2'Ä2'(-i)^6)(«-')" 



x»0 



Die innere Summe im letzten Ausdrucke wird nach (4b) § 104 
zu n! r^''-«) [1, 2, ... n]. Also ist 

x = 

und deshalb, entsprechend der Formel (12) hier 

(15) ■^(^+i;+i;+-)=i'^<'-'[i,2,...A].i;. 

x=n 

Vergleicht man die Coeffioienten der Entwickelimgen auf beiden 
Seiten, so entsteht 

^,r(--^)n, 2, . . . A] = -i. y — 
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oder; wenn man (i statt x schreibt; um eine ähnliche Form wie 
bei (13) zu erhalten, 

(16) r(.-^)[i,2,...A]:=V- 



fXl 



^ aI6!c!...(l!)"(2I)*(8!)^.. 
Setzen wir a = x, dann können wir schreiben 

§ 118» Die oben benutzten Formeln aus § 104; nämlich 
{k - l)ir(5-*)[l, 2, . . . Ä;] = Ä«-i - (* ~ ^V* - l)«-i 

+ (*2^)(*-2)^"'---±l' 
Äir(^-^)[l,2;...Ä] = Ä«-g)(Ä;--l)^+(|)(Ä;-2)«--.-.±(5)-l« 

lassen sich mit Hülfe der Differenzenrechnung sehr einfach deuten. 
Ist eine beliebige Reihe ton Grössen 

Ky ^2> ^> ^4> • • • 
gegeben; so definiren wir, wie dies in der Differenzenrechnung ge- 
schieht, A ^ 4^ 4^ 

' Uta = Fa+1 — ta, 

AHa-=Ata + l - A<a, 
AHa = AHa^l - AHa, 



Dabei wird bekanntlich der Ausdruck für die n** Differenz 

AHa = ta+n - (^f) <a+n-l + (^) <a+n-2 - * * * ± (j ) <« + ! ^ *«• 

Setzen wir nun hier ein a = l, w = Jfc— 1 und 

dann ergiebt sich fOr die erste Formel dieses Pan^praphen 
(17) A*-> (l«-i) = *'-» - (* 7 ^) (* - 1>~' + • • • 

= (ft-l)ir(«-*)[l,2,...Ä]. 
Setzen wir dagegen a==l, » = A; und 

f, = 0», <j = l«, «, = 2», «4 = 3«,..., 
dann folgt für die zweite Formel dieses Paragraphen 

(17*) A*(0«) = ifc«-(*)(Ä;-l)« + ---±(*)l« = Jkir(5-*)[l,2,...i]. 
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§ 119. Wir wollen endlich för die behandelten Ghrössen noch 
einige Recursionsformeln angeben. Man hat ersichtlicher Weise 

(18) C(*^[l, 2, . . . n] = C(*)[l, 2, . . . n-1] + wC(*-i)[l,2,...n- 1]. 

Ebenso erkennt man, wenn man die Gomplexionen zusammenzieht, die 
das gleiche grösste Element haben, die Richtigkeit von 

CW[l,2,...n] = wC(*-i)[l,2,...n-l] + (n-l)C(*-^)[l,2,...w~2] 
+ ...+ äC(*-i)[1,2,...ä;^1]. 

Diese Formel folgt übrigens auch sofort aus (18). 

Wendet man auf das zweite Glied der rechten Seite von (18) 
dieselbe Formel (18) wieder an und fährt so fort, dann entsteht weiter 

(19) CW [1, 2, . . . w - 1] = (7W [1, . . . n] - w C(*-i) [1, . . . n] 

+ n«C(*-»)[l,...n] 

Wendet man dagegen (18) auf beide Glieder ihrer rechten Seite 
selbst an, so folgt 

(20) CW[1,. .n]^'^C^^-^)[l,...n-q]C^<')[n,n-l,...n-q+ll 

Für das Folgende wollen wir abkürzend 

C(*)[l,2,...n] = a 
schreiben. Dann ist 

{l+x)(l + 2x)...(l+nx) = Co + C^x + C,x^+ +CnX\ 

Setzt man in die erste dieser Gleichungen x = — 1, — 2, 
w, so entstehen die Reductionsformeln für Cn 

Cn- Cn-1 + Cn-2 - 0„-8 +•'•+ ^o - 
Cn - 2Cn-l + 2^Cn-2 - 2^Cn^^ + • ■ • ± 2»Co = 

(21) Cn - 3a_i + 3«C„-2 - 3«a-8 + . . . ± 3«Co = 

Cn - nCn-1 + n»a-2 - n'Cn^3 + . . . ± n'^Co = 0. 
Für a; = 0, 1, 2, 3, . . . ergiebt sich aus der ersten Formel (a) 

Cn + XCn^l + A^C„-2 + • • •+ A«Co - ^^^^ {X ^ 0). 

Aus diesen Formeln kann man eine Reihe von Relationen für 
die Cx herleiten und insbesondere auch eine independente Darstellung 
jedes Cx in der Form einer Determinante gewinnen. 
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Es wird ferner mit Benntzimg von («) 
(1 + x)(2 + x)(S + x) . . . (n + x)(n + 1 + x) 

= (n+l + x)[_Cn+ Cn-lX + Cn-iX* +■■■+ C^Slf] 

= (l+a;)[l+(l + a;)][2 + (! + «)]... [»»+(! + «)] 
^(l + x)lCn+C»-iil+x) + C,-i(l+xy+'-' + G^il+xn 

Vergleicht man hierin die Ooe£ßcienten Ton af'—'' dw beiden 
vorstehenden Ausdrücke, welche die Symbole Ci enthalten, so folgt 

c..(»+.) + a+.-c..(;; + J) + (;..(») + Q. (-})+■■■ 

d. h. wenn man yereinfacht 

(22)«a = («+J)(7o + («)c, + («-J)C4 + ... + («-« + 2)(7,_. 

Handelt es sich mn Becnrsionsformeln der Elemente 1,2, . . ,n 
mit Wiederholung, so können wir von 

(23) r(*)[l, 2, . . . w] = r(*)[l, 2, ... n - 1] + wr(*-i)[l, 2, . . . n] 

ausgehen. Hier wird, wenn man nach dem letzten Elemente jeder 
Gomplexion ordnet, 

r(*)[l, . . . n] = nr(*-i)[l, . . . n] + (n - 1^ rf*-i)[l, ... n - 1] 
+ (w-2)r(*-i)[l,2,...n-2] + .-.. 

Das folgt übrigens sofort auch aus (23). Wir übergehen die 
weiteren Formehi und erwähnen nur noch, dass die Entwickelui^ 

- — ^ — . = l + rw[l,...n> + rw[l,...n]r»>+... 

als Definition fOr die JT dienen kann, und dass hieraus auf ähnlichem 
Wege wie oben (22), so hier als Parallelformel die Belation für T'W 

(24) xr(«)[i,...«]=(^-»)r«»[i,...n]+(-'»-i)ra)[i,...«] 

sich ergiebt. 
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Capitel 9. 
Weitere combinatorisclie Operationen. 

§ 120. Nachdem wir die drei wichtigsten combinatorischen 
Operationen: die Permutationen; Gombinationen und Variationen 
studirt haben; dürfen wir uns zu weiteren wenden^ deren es, wie 
gleich im Anfang unserer Untersuchungen betont worden ist, beliebig 
yiele giebt. Nur wollen wir dabei vermeiden, auf hier sehr nahe 
liegende Spielereien einzugehen. Schon früher haben wir solche 
Themata gestreift. Hier mag eine Reihe von anderen noch erwähnt 
sein, welche durch die Schwierigkeit ihrer Lösung oft genug das 
Interesse bedeutender Forscher erregt und ihren Geist beschäftigt 
haben, trotzdem sie weiterer wissenschaftlicher Anwendungen baar 
sind oder vielmehr bisher noch baar waren. Für Literaturnachweise 
sei auf das höchst interessante und ausführliche Werk von W.Ahrens: 
Mathematische Unterhaltungen und Spiele (Leipzig, Teubner, 1901) 
verwiesen. 

Zu dem Gebiete, auf welches wir wenigstens einen Blick werfen 
wollen, gehört das schon früher angeführte „Acht -Königinnen- 
Problem" (§ 39). In gewisser Weise ein Gegenstück zu diesem 
bietet die Aufgabe, möglichst wenig Königinnen so auf dem Schach- 
brette unterzubringen, dass sie jedes Feld des Brettes beherrschen. 
Fünf Königinnen sind dazu erforderlich. Das erste Problem gehört 
zu dem der Permutationen mit beschrankter Stellenbesetzung; das 
zweite geht darüber hinaus und führt auf andere combinatorische 
Operationen. 

Beim ßösselsprungproblem wird gefordert, dass ein Springer 
jedes Feld des Schachbrettes auf seinem durch die Regeln des Schach- 
spiels eingeengten Wege einmal und nur einmal betrete. 

Das Problem der magischen Quadrate verlangt, dass auf einem 
Schachbrette von n^ Feldern die w* ersten ganzen Zahlen 1, 2, 3, . . . 
so angeordnet werden, dass die Summe für jede Zeile, jede Spalte 
und jede Diagonale (auch wohl für jede gebrochene Diagonale) die- 
selbe ist. 

UmfüUungs-, Anordnungs- und Auszählungsaufgaben gehören 
eben hierher.*) 

§ 121« Li den Paragraphen 40 xmd 48 sind wir auf Fragen 
gestossen, welche eine Anordnung von Elementen auf einer ge- 

*) JoTim. de Math. (4) 8 (1892) p. 331. 
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scUossenen Linie ins Auge fassten^ also auf Fragen^ bei denen die 
Folge der Elemente cyclisch vom letzten auf das erste zurückführt 
Am einfachsten wird die Aufstellung der Elemente durch Anordnung 
auf einem Ejreise veranschaulicht, der in gewisser, bestimmter Bichtung 
durchlaufen werden soU, etwa im entgegengesetzten Sinne der Be- 
wegung des Uhrzeigers. 

Ohne tiefer auf diesen Gegenstand einzugehen, wollen wir doch 
die wichtigsten Resultate, die sich auf solche Kreispermutationen 
gegenüber den gewöhnlichen geradlinigen Permutationen be- 
ziehen, hier ableiten. Eingehend hat sich E. Jablonski*) mit der 
Theorie beschäftigt 

Bei der Anordnung von n Elementen auf dem Umfange eines 
Ejreises nehmen wir die Abstände der Elemente von einander als 
gleich an. Femer betrachten wir zwei Anordnungen als identisch, 
wenn sie durch Drehung des tragenden Ejreises um seinen Mittel- 
punkt mit einander zur Deckung gebracht werden können. Es ist 
dies dasselbe, als ob wir ein für alle Mal das Anfangselement an 
eine bestimmte Stelle brächten und nur die übrigen Elemente 
permutirten. 

Daraus ergiebt sich sofort bei n Elementen, die sämmtlich unter 
einander verschieden sind, als Anzahl aller Kreispermutationen 

<2 = («-!)! 
Wir erkennen dasselbe auch folgendermassen: Ist P die Anzahl 
der in gerader Linie, Q die Anzahl der auf dem Kreise angeordneten 
Permutationen, so giebt jede zu Q gehörige Complexion, je nach 
dem Elemente, mit welchem man sie beginnt, n zu P gehörige 
verschiedene. Also ist i 

«2 = -ip = («-l)! 

Sind die Elemente aber nicht alle unter einander verschieden, so 
kann der letzte Schluss versagen, da man bei einer zu Q gehörigen 
Complexion auch von verschiedenen Anfangsgliedem aus dieselbe 
geradlinige Permutation erhalten kann; z. B. bei der cyclischen Folge 
von (abcdabcd), falls die Anordnung auf dem Ejreise einmal mit 
dem ersten xmd das andere Mal mit dem zweiten a begonnen wird. 

Diese Verhältnisse sollen jetzt untersucht werden. Die Elemente 

a, 6, c, . . . Z 
mögen entsprechend 

a, ß, y, ...A 

-mal auftreten, a, ß, y, , , . X sollen zunächst ausser der Einheit 
keinen gemeinsamen Theiler besitzen. An geradlinigen, gewöhnlichen 
Permutationen giebt es 



*) Journ. de Math. (4) 8 (1892) p. 331. 
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unter einander verschiedene; an verschiedenen Kreispermutationen 
möge es Q geben. Zählt man die Elemente^ die zu einer der letzteren 
gehören, von allen möglichen n Anfangsgliedem aus als lineare Per- 
mutationen her, so giebt jede zu Q gehörige w zu P gehörige. Diese 
sind auch hier sämmtlich unter einander verschieden. Denn wäre 
dies nicht der PaU und ^be ein Q von zwei verschiedenen Stellen 
ans gelesen dasselbe P, dann kämen die Elemente a, h, . . >l in 
Gruppen von gleich vielen Elementen vertheilt vor, und a, /3, . . . A 
hätten einen gemeinsamen Theiler. Folglich ist auch hier 

^=¥^ 

d.h. , ^., 



alßlyl...X\ 

Gesetzt dagegen, a, ß, y, . . , X hätten einen einzigen gemeinsamen 
Theiler d, der dann eine Primzahl sein muss, so setzen wir 

a = da^, ß = dßi, y = dy^, . . . X = dl^] n = dn^. 

Die Gesammtheit aller geradlinigen, gewöhnlichen Permutationen 
bum man in zwei und nur zwei Kategorien zerfallen; in solche, 
welche sich nicht in identische Gruppen von je n^ Elementen zer- 
legen lassen, xmd in solche, bei denen eine derartige Zerfällung 
möglich ist. Die erste Kategorie möge P Permutationen umfassen, 
die zweite P;^; dann ist natürlich 

Weil femer die zweite Kategorie nur von der Anordnung der 
Elemente ihrer ersten Gruppe abhängt, da jede weitere Gruppe mit 
der ersten identisch ist, so wird 



(^) A = ^ 



n^\ 



In gleicher Weise können wir die Ejreispermutationen in zwei 
Kategorien zerlegen, je nachdem sie sich nicht in kleinere unter 
einander identische Elementengruppen theilen lassen, oder dass solche 
Theilung möglich ist. Die entsprechenden Anzahlen seien Q und Q^ 
Hier entspricht nun wieder jedem Q, je nach der Wahl des Anfangs- 
elementes, eine Zahl von n Permutationen P, jedem Q^ jedoch nur 
die Zahl von n^ Permutationen P^. Folglich ist 

Da nun durch (a) und (ß) die beiden Grössen P und P^ bestimmt 
sind, so löst (y) die vorgelegte Aufgabe. 
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Gesetzt, der grösste gemeinsame Theiler von «, /3, y, . . . A wäre 
das Product zweier von einander verschiedener Primzahlen d^ nnd e^, 
so setzen wir 

a = Uidi } ß ^=^ ßi^i , , , , X = Xid^ ; n^=nidi , 

« = «8^1^? ß =^ ßzd^d^, . . . X = X^d^d^'^ n^n^d^d^. 

Die geradlinigen ?ermutationen zerfallen in vier Kategorien: 

1®. in solche, welche sich überhaupt nicht in unter einander 
identische Untergruppen zerlegen lassen. Ihre Zahl sei P; 

2®. in solche, welche sich in identische Untergruppen von je 
n^ Elementen zerlegen lassen, aber nicht in .geringere. Ihre Zahl 
sei P^; 

3®. in solche, welche sich in identische Untergruppen von w^, 
aber nicht von weniger Elementen zerlegen lassen. Ihre Zahl sei P^] 

4^. in solche, welche sich in identische Untergruppen von n^ Ele- 
menten zerlegen lassen. Ihre Zahl sei P3. 

Es ist, wie man sofort erkennt, 

P, + P,: ^ 



P» = 



__!ki__. 



Bezeichnet man andererseits mit Q, Q^, Q^, Qs ^^ ^^^ ^> -^v 
Pj, Pj entsprechenden Ereispermutationen, so wird 

Durch diese Gleichungen ist die gesuchte Anzahl der Kreis- 
permutationen bestimmt; sie besitzt den Werth ö + öi + Ö2 + ös- 

Man sieht leicht, welche Aenderungen eiutreten, falls der grösste 
gemeinsame Theiler von a, /3, y, . . . A das Quadrat einer Primzahl 
wird, sowie auch, wie die Methode im allgemeinen Falle sich ge- 
staltet. 

Erwähnt werde noch, dass D. Andre*) die Frage nach den 
Sequenzen auch bei Ejreispermutationen behandelt hat. 

§ 123. Auf eine andere Frage combinatorischer Natur führt 
das Problem*, zu bestimmen, auf wie viele Arten eine Summe 



*) BtOl. Soc. math. de France 23 (1895), p. 122. 
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von n Gliedern (oder auch ein Product von n Factoren) sich be- 
rechnen lasse; wenn die Operationen so vorgenommen werden, dass 
stets nur zwei auf einander folgende Glieder vereinigt werden und 
dass diese Vereinigung bei den weiteren Operationen als ein einziges 
Glied angesehen wird .*) Wir können die Frage auch so darstellen, 
dass wir zunächst die n Summanden in allen nl Permutationen auf- 
schreiben und dann in jeder Permutation eine Reihe von Klammem 
so setzen, dass eine jede immer nur zwei Glieder (die auch Klammem 
sein können) umfasst. So ergeben sich z. B., wenn a + h + c + d 
als Permutation gewählt wird, die fünf Bildungsweisen der Summe 

(a + 6) + (c + d), [(a + V) + c] + d, [a + Q> + c)'\ + d, 

a + [(b + c) + d], a + lb + {c + d)l 

Wir können, da die Anzahl n! der Permutationen bekannt ist, 
die Aufgabe dahin vereinfachen, dass die Folge der Elemente gegeben 
und nur die Art ihrer Verbindungen gesucht ist. In dieser Gestalt 
woUen wir die Frage behandeln. 

Wir bezeichnen mit w„ die Zahl, welche angiebt, auf wie viele 
Arten eine Summe von n Summanden ohne Aenderung in der Folge 
dieser Summanden gebildet werden kann. Wir leiten eine Recursions- 
formel för Wn+i her. Die letzte Operation, welche bei der Summen- 
bildung ausgeführt wird, möge die x ersten mit den (w — x -f 1) 
letzten Summanden vereinigen. Die ersten können auf u^, die letzten 
auf Un^y.^1 Arten aus ihren einzelnen Elementen zusammengefügt 
sein; es giebt also UxUn—x-^-i Arten. Da x von 1 bis n laufen kann, 
so wird, 

(1) UnJ^l=-U^Un + Wa^n-l "i f- Wx^n-x+l + f" «^n^l (t*i = 1). 

Nimmt man U2 = l hinzu, dann folgt 

% = ^2 + «*2==2, M^ = W3 + W2t*2 + t^3==5, W5 = W4 + W3W2 + W2% + «*4=H 
U. S. W. 

Um allgemein und independent Wn+i zu bestimmen, setzen wir 
die erzeugende Function 

f(ßi) = u^ig + M^^r« + wg^r» + u^fi^ + '". 

Nach den Ueberlegungen in § 49 ist es nicht nöthig, in eine 
Untersuchung über die Convergenz der Reihe einzugehen. Durch 
Erhebung in das Quadrat findet man 

*) Dies Problem ist wohl znerst von E. Catalan behandelt, Jonm. de 
Math. 3 (1838), p. 615; vgl. 0. Rodrignes, ibid. p. 549; Catalan, ibid. 6 (1841), 
p. 74. Später kam, unabhängig von diesen Untersuchungen, E. Schröder, 
Zeitschr. f. Math. 15 (1870), p. 361, auf denselben Gegenstand und behandelte 
(1. c.) vier ihrem Wesen nach zusammengehörige Aufgaben über die Zusammen- 
fassung von Elementen, bei welchen das associative und das commutative 
Gesetz gilt. 

Netto, Combinatorik. 18 
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= u^z^ + Wj^r* + w^jgf* H 

und also, da w^ = 1 wird, 

/•(*)== |[l± (1-4^)^]. 

Hier ist das untere Vorzeichen zu wäUen, weil beim oberen 
Zeichen sich negative Werthe für die Ux ergeben würden. Man hat 
demnach das Schlussresultat 



u„=\[i-{i-Azy\ 



(2) =(-l)-^(|)2'»-^=^^^fe8^^2-^ 

_2-6»10...(4n~6) 



1.2.8...n 
für die gesuchte Zahl. 

Aus (2) folgt die Becursionsformel 

4n-2 

Nimmt man nun die Verschiedenheiten in der Stellung der 
Summanden hinzu xmd bezeichnet mit Un die verschiedenen Möglich- 
keiten, eine Summe von n Summanden zu berechnen, dann wird 

(3) ü'„==w!w„ = 2.6.10...(4w~6). 

Die Summanden waren bisher als verschieden vorausgesetzt; 
kommen a gleiche einer Art, ß gleiche einer andem Art vor u.s.w., 
so giebt der bekannte Schluss bei Permutationen das Resultat 

Un 

§ 133. Das letzte Resultat und damit natürlich auch das erste 
lässt sich auf kürzerem Wege herleiten.*) Zunächst bemerken wir, dass, 
um ein Product von n Factoren auszuführen, {n — 1) Multiplicationen 
nöthig sind, wenn immer nur je zwei Glieder vereinigt werden dürfen. 

Wird nun ein (n + 1)*®' Factor eingeführt, so kann man ihn 
mit dem Systeme der übrigen n Factoren auf eine der folgenden 
beiden Arten verbinden: 1. entweder als Multiplicator oder als Multi- 
plicandus des schon fertigen Productes von n Factoren; das giebt 
2 Ün Arten der Vereinigung; oder 2. als Multiplicator oder als Multi- 

*) 0. Bodrigues (I.e.) p. 549. 
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plicandus eines der beiden Pactoren, welche bei der Herstellung des 
Productes von n Pactoren auftreten. Solcher Pactoren sind (n — 1) 
vorhanden; je nachdem der (w + 1)*® Pactor als Multiplicator oder 
als Mnltiplicand entweder des Mnltiplicators oder des Mnltiplicands 
auftritt, giebt es (4n — 4) Arten; also liefert dieser zweite Pall 
(4w — 4) Un» Im ötuizen hat man daher (4w — 2) Un Möglichkeiten, 
und es wird 

(4) Un+i = (4n ~ 2) ün » (4n ^ 2) (An - 6) Un-i - • • • 

= (4n-2)(4w-6)...6.2. 

§ 124« E. Gatalan^) hat darauf aufmerksam gemacht, dass 
das besprochene Problem mit der geometrischen Frage zusammen- 
hangt: Auf wie viele Arten kann man durch Diagonalen ein 
ebenes Polygon in Dreiecke zerlegen? 

Wir nehmen an, ein (Jfc+1)-Eck Hesse Vk verschiedene Zer- 
theilungsweisen zu, und betrachten jetzt ein (n + 2)-Eck 

Bei jeder Art der Zerlegung wird A^A^ die Gfrundlinie eines Drei- 
ecks, dessen Spitze auf eine der Ecken A^, A^, . . . An^i fallen kann. 
Liegt sie auf -4^, dann liefert A^A^ . . . An-\.iA^Ä^ als (n -{- 1)-Eck 
Vn Möglichkeiten der Zertheüung. Liegt die Spitze auf A^, so giebt 
es über A^A^ das Dreieck A^A^A^ und über Ä^Ä^ das n-Eck 
A^A^.,.An^iA^A^] hier giebt es t?n—i Möglichkeiten der Zertheilung. 
Liegt die Spitze in -4*+i, dann liefert A^A^ . . . A^^iAy^ als (Ä; + 1)- 
Eck Vtc Möglichkeiten und Ak^xAk^^ . . . AnJ^iA^Aj,^i als (w + 2 — ife)- 
Eck i?„+i— jfc Arten der Zertheilung. Setzt man v^ = 1, v^ = 1, so 
wird demnach 

Die Porm, sowie die Anfangswerthe stimmen hier mit (1) überein. 
Demnach ist der Zusammenhang beider Fragen durch die Gleichung 

g«8«^«^ «, = «„. 

§ 125. Die Formel ans § 122 

(2) «» 1.2.8...« 

lässt sich umgestalten. Der Zahler ist 

2 • 6- 10 ... (4m - 6) = 2«-> 1.3-5 ... (2m - 3) 

g,_, 1.2.3.4...(2n-2) 

2.4.6...(2»-2) 
1.2.3.4...(2n-2) 



1.2.3...n— 1 



•) (1. c.) p. 515. 

13« 
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und also folgt 

1.2-8...(2n-2) 
^n— nl(n-l)! 

_ (2n-2)(2ti-8)...(n4-l)n 
"" 1.2.8...(n-l)n 

i /2n-2\_i/^(n-i) 

Setzen wir dies in (1) ein^ so entstellt 
J_/2w\_l/2w-2\ , J_/2«-4\ i/2\ , J_/2n~6\ i/4\ 
n+i\n)'~n\n-l)'^n-i\n-2) 2Vl>/"^n-2Vw-3; 3^2; 

In § 28 haben wir die n*® figurirte Zahl der Ordnung h mit 
l?i*) = (^*|,_, = (♦» + *-!) 

bezeichnet. Die Un stehen daher mit den figurirten Zahlen in der 
Verbindung, welche gegeben wird durch 

Man kommt daher auf Un, wenn man in der Tabelle des § 28 die 
w*® von Null verschiedene Zahl der n*^^ Spalte durch n dividirt. 

§ 126. Schröder hat (I.e.) noch weitere drei Aufgaben be- 
handelt. Die erste dieser drei setzt voraus, dass bei der Addition 
von %, Og; . . . An die Summation von beliebig vielen Summanden 
gleichfalls als elementare Operation angesehen werden solle, wie 
man z B. die Summe 2 + 2 + 1, ohne im Bewusstsein Zwischen- 
stufen zu durchlaufen, direct bestimmt. Die vorige Aufgabe wird 
dann so modificirt, dass in eine jede Klammer auch mehrere 
Summanden aufgenommen werden können. Die Anordnung der 
Summanden sei vorgeschrieben. 

Die Anzahl der Arten, in denen jetzt n Summanden verbunden 
werden können, woUen wir mit Un bezeichnen. Wir setzen ^^ = 1; 
es wird w^ = 1, da nur a^ + a^ möglich ist; Wj = 3 wegen 

^1 + ^2 + ^z> ifli + ^a) + ^; «1 + («8 + «3) 
u\ = l\ wegen der zu den 5 Möglichkeiten aus § 122 noch tretenden 
6 neuen Möglichkeiten 

«1 + o» + a« + «4? (ö^i + «2 + «3) + a^f «1 + K + »8 + «4); 
(ö^i '\'a^ + a^ + «4, a^ + (ag + a^) + a^, a^ + a^-\' (a, + a^). 

Wir leiten eine ßeductionsformel für das Symbol wl,4-i her. 
Die letzte Operation bei unserer Summirung wird die Vereinigung 
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von Theilsummen sein; von denen \ ein einziges Element ax ent- 
halten mögen; Jc^ andere zwei Elemente ax, Wir betrachten 

dabei zuerst \,1c2,h^, . . .Jcn als fest gegeben. 
Natürlich muss 

Äi + 2*2 + 3^8 + • • • + w*„ = w + 1 

sein. Die Aufeinanderfolge der Theilsummen kann willkürlich gewählt 

werden; da es äj^ + Ä^ + ^s H 1" *« Theilsummen sind, unter denen 

\ gleichberechtigte einer Art (mit einem Elemente), \ gleichberech- 
tigte einer zweiten Art (mit zwei Elementen) u. s. w. vorkommen, 
so giebt es 

Möglichkeiten für die Anordnung der Klammem in der gegebenen 
Folge der ax, imter denen \ Klammem ein Element enthalten, 
k^ Klammem zwei, u. s. f. Die Berechnung jeder Theilsumme von q 
Elementen lässt Uq Ausführungen zu. Also ist, wenn man nun auch 
den h aUe erlaubten Werthe giebt, 

(») "'■H— 2 "^ vv.:l''" <'"^'- ■■■<'•■ 

Hiemach ist somit 

< = |] <' + iri! ">i = "i* + 2«i«i; 



Wir setzen wieder, tun i/^n+i independent zn bestimmen, die er- 
zeugende Function an 

g(ii) = u[0 + «;«» + «i«« + «X + • • • ; 
dann wird die x** Potenz hiervon 

und wenn man über x = 2, 3, 4, . . . snmmirt, 

5S8 (*J) 

(i = Ä;,+2*, + 8Ä;,-f-...). 
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Denkt man sich dies nach der steigenden Ghrosse yon X geordnet 
und wendet (5) an^ dann entsteht 

oder 

(6) 2(/»(^)-(l + ^)(/(^) + ^ = 0. 

Diese Relation zeigt die Existenz einer einfacheren Becursions- 
formel an als (5) ist; immlich der Formel 



(5a) M:i±!!!? = ei>;^ + ^t^;_^ + . . . + uWn+i-^n + • • • + <u[] 
vielleicht ist es möglich^ diese direct zu beweisen. Aus (6) folgt 

und die Berechnung yon u[0 zeigt; dass das imtere Zeichen genommen 
werden muss. Also hat man als Werth der erzeugenden Function 

Entwickelt man nach dem polynomischen Satze die Wurzel, 
so wird 

(8) ""-Tf-D-'^CijC;")«-" 

(ic=0,1,...J^(|l)). (n>l) 

§ 127. Schröder formulirt die dritte der vier combinatorischen 
Aufgaben, mit denen er sich beschäftigt; folgendermassen: Es seien 
n Elemente gegeben. Yon diesen kettet man irgend zwei aneinander 
und betrachtet ihre Vereinigung als neues Element. Auf die jetzt 
vorhandenen (n — 1) Elemente wendet man dasselbe Verfahren an, 
bis der ganze Complex schliesslich zu einem eingliedrigen geworden 
ist. Es fragt sich, auf wie viele Arten dieser Process vollzogen 
werden kann, wenn die Stellung zweier Summanden keinen Unter- 
schied bedingt, sondern nur die Art der Zusammenkettung. 

Den Gegensatz dieses Problems zu dem ersten wird man am 
besten kennzeichnen, wenn man das erste als ein Problem der ge- 
ordneten, das jetzige dagegen als ein Problem der freien Association 
hinstellt. 

Wir bezeichnen mit v« die Anzahl der möglichen Arten der Ver- 
kettung bei w Elementen. Dann ist V2 — 1, Vg = 3, v^ = 15; wir 
setzen v^ = 1.^ 
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Die letzte Operation^ welche bei der Ztisammenfassung ausgefOlirt 
wird, möge x mit den übrigen (n+ 1 — x) ursprünglich gegebenen 
Elementen yereinigen. Das giebt, wenn der Gomplex der x Elemente 
schon bestimmt ist (wie in der ersten Anfgabe), v^ • t^n+i—x Möglich- 
keiten; kann er dagegen beliebig gewählt werden (wie hier), so ist 

das auf ( ^ ) Arten möglich, und es giebt also ( ^ Jv^- v^^i^^ 

Arten der Verkettung. Nun kann x von 1 bis n laufen. Dabei 
kommt jede Zusammenfassung doppelt Yor, weil es dasselbe ist, ob 
wir X an die erste oder an die zweite Stelle setzen. Demnach ist 

(9) t;,+, = i-2'(**t^)''''^»+^— 
Setzen wir 

SO nimmt (9) die einfachere Gestalt an 

(9a) Wn+X = Y^Wxtt^n+l-x. 

Ist mm die erzeugende Function 

h(js) — w^e + w^e^ + w^^ + w^,^ H , 

so folgt aus (9a) der Reihe nach bei richtiger Bestimmung des Vor- 
zeichens der Quadratwurzel 

Ä^^) - 2h{js) + 2^ + 0, 
Ä(^) = l-.(l-2^)% 

(10) Wn = (-~l)^"'m2* = 2-« + i.ti„, 

t;n = (-l)'""'^M"2"j2* = 1.3.5.7...(2n-3). 

Aus der letzten Formel ergiebt sich die Becursionsbeziehung 

(11) v«+i = (2n-l)i;n. 

Die Ueberlegungen aus § 123, welche zur Formel (4) fahrten, 
bringen uns auch hier schneller zum Ziele. Die nothwendigen 
Aenderungen gegen die dort angestellten Betrachtungen bestehen ein- 
fach darin, dass die Unterscheidung zwischen Multiplicator und 
Multiplicand fortfällt, so dass aus einer zu Vn gehörigen Zusammen- 
fassungsweise hier (2n — 1) solche für Vn^^-i entstehen. Das liefert 
sofort (11) und damit den independenten Ausdruck (10). 
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§ 128« Die vierte von Schröder behandelte Aufgabe steht zur 
dritten in der gleichen Beziehung wie die zweite zur ersten: die 
Zusammenfassung der gegebenen Elemente beschränkt sich bei ihr 
nicht auf die Anzahl zwei, sondern es können beliebig viele derselben 
gleichzeitig verkettet werden, und bei dieser Verkettung ist die Auf- 
einanderfolge indifferent. Es handelt sich also um die Bestimmung, 
auf wie viele Arten dieser Process vollzogen werden kann. Wir be- 
zeichnen die Zahl für n Elemente mit Vn» 

Dann ist v^^l] ^i == 4; t?^ -» 26. Das letzte Resultat ersieht 
man aus der folgenden Zusammenstellung, bei der wir der Bequem- 
lichkeit halber Producte schreiben 

ahcd] (ahc)d'^ (ahd)c'^ {acd)h] (6cd)a; 

[(ab)c\d] [(ac)&]d; [(hc)a]d] [(a6)cf]c; ; (6 Arten) 

[(ac)d']b] ; [(6c)d]a; ; (6 Arten) 

(ah)(cd)] (ac)(hd)] (ad)(&c); 
{ah)cd-j (ac)bd] (ad)bc-^ 
ab(cd)] ac(bd)] ad(bc). 

Wir leiten eine Recursionsformel für t^+i ab. Die letzte durch- 
zufahrende Verkettung möge Jc^ Theilsummen mit je einem Elemente, 
Jc^ Theilsummen mit je zwei Elementen, . . . hn Theilsummen mit je 
n Elementen unter einander verbinden. Dabei muss wieder 

(«) *! + 2*, + 3 &j + . . . + nÄJ, = n + 1 

sein. Gesetzt, eine solche Eintheilung der Elemente läge vor, dann 
gäbe es für sie 

iß) t7j*it72*»... i;^*n 

Möglichkeiten der Verkettung innerhalb der Theilsummen. Es handelt 
sich also noch um die Bestimmung der Anzahl der Eintheilungen. 
Dabei können wir voraussetzen, es seien hinter einander k^ leere 
Klammem mit je einem Platze, Jc^ mit je zwei Plätzen u. s. f. auf- 
geschrieben, und die Art der Ausfüllung der Plätze sei zu bestimmen. 
Die (n + 1) Elemente können auf (n -f 1)1 Arten auf die Plätze ver- 
theilt werden. Da die ersten \ Klammem unter sich, die zweiten ^ 
unter sich beliebig vertauscht werden können, so kommen nur 



verschiedene Arten in Betracht. Und weil es endlich auf die An- 
ordnung der Elemente in einer Theilsumme nicht ankommt (denn 
diese Aenderungen sind schon in den v^ berücksichtigt), so ist beim 
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Aüffcreteii jeder Theilsamme yon g Elementen noch durch ql zu 
dividiren. Wir haben also im Gkmzen den Factor 

(n + i)l 



k^lJc^\,..knl (1!)*» (2 !)*=»... (w!)*« 
aa (ß) anzufügen. Folglich ist 

^ J «+i -^ A:^!A;j!...Ä:J (l!)*»(2!)**...(n!)*« 

Für die Substitution 

nimmt (12) die bequemere Gestalt an 



(12a) ^n+i=2- 



k^lJc^l ...knl 

Dabei werden die ersten Werthe der w die folgenden: «?i = l, w^2 = -ö-' 

2 13 

fc^g = Y? w?4 == tö; • • • werden. Setzen wir jetzt 

Ä(^) = £? + «^2^^ + ^8^* + ^4^ H 7 

dami wird 

wobei die Summe auf alle äj^, Äg, Äj, . . . zu erstrecken ist, welche die 
angegebene Bedingungsgleichung befriedigen. Weiter folgt 

wobei die Summe auf alle Systeme /^i, Äi, fej; • • • aiisgedehnt werden 
muss. Ordnen wir nach den Exponenten von e, so kommt heraus 



i*a 4Jih . 






Die Lösungen der in Klammem gesetzten Bedingungsgleichungen 
stimmen mit denen überein, die sich in (12a) für n = 2 ergeben; 
nur dass hier auch noch 

A^=:0, Ä5j=0, ...^3 = 0, ÄJj + l^l 

zugelassen ist. Folglich ist der Coefficient von i8r9+^ gleich 
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Noch ist anf das Anfangsglied z^ zu achten; weil Wq nicht definiri 
ist. Man sieht; es wird 

^0 + 2WiZ^ + 2w^^ + '", 

und denmach ist (y) zu schreiben 

eH») - 1 = 2h(j8) - Ä 
(13) e*W-2Ä(^)- 1 + ^ = 0. 

Dies h(js) ist die erzeugende Function fOr die m;;i. Schröder geht 
(1. c.) ausführlich auf die Lösung von (13) ein. Wir verzichten 
darauf; um nicht zu tief in analytische Betrachtungen uns verlieren 
zu müssen. 



Capitel 10. 

Dreier-Systeme. Das Steiner'sehe Dreier-Problem. 

§ 129. Im Jahre 1852 stellte J. Steiner die folgende Auf- 
gabe^); zu welcher ihn geometrische Betrachtungen; die sich auf die 
Doppeltangenten der Curven vierten Grades bezogen; etwa 6 Jahre 
vorher geführt hatten. Das Problem lautet: 

(a) Welche Zahl N von Elementen hat die Eigenschaft); dass 
sich die Elemente so zu dreien ordnen lassen; dass je zwei in einer, 
aber nur in einer Verbindung vorkommen? Wie viel wesentUch 
verschiedene Anordnungen; d. h. solche; die nicht durch eine blosse 
Permutation der Elemente aus einander hervorgehen; giebt es bei 
jeder Zahl? 

(b) Wenn femer die Elemente sich so zu vieren verbinden lassen 
sollen; dass je drei freie Elemente; d. h. solche; welche nicht schon 
einen der vorigen Dreier (a) bilden; immer in einem und nur in 
einem Vierer vorkommen; und dass auch keine drei Elemente eines 
solchen Vierers einem der vorigen Dreier angehören; entsteht daraus 
keine neue Bedingung für die Zahl -N'? 

♦) Joum. f. Math. 45 (1853) p. 181 = Werke 11, p. 435. 
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(c) Sollen die Elemente sich weiter so zu Fünfern combiniren 
lassen, dass je vier unter sich noch freie Elemente, d. h. welche 
keinen der zuvor gebildeten Vierer (b) ausmachen, noch einen der 
früheren Dreier (a) enthalten, immer in einem, aber nur in einem 
Fünfer Yorkommen und dass ein solcher Fünfer keinen der schon 
gebildeten Dreier noch Vierer enthalt: welche neue Modification er- 
leidet dann die Zahl N? 

(d) Und sollen die Elemente sich ahnlicher Weise so zu Sechsem 
verbinden lassen, dass zu je fünf unter sich noch freien Elementen 
ein bestimmtes sechstes gehört, aber keiner der so gebildeten Sechser 
einen der früheren Dreier oder Vierer oder Fünfer enthalt; welche 
Beschränkung erleidet dann die Zahl ^? 

(e) Ebenso sollen Siebener gebildet werden, so dass zu je sechs 
unter sich freien Elementen ein siebentes gehört, aber ein solcher 
Siebener weder einen der vorigen Dreier, noch Vierer, noch Fünfer, 
noch Sechser enthalt. 

Und so soll fortgefieJiren werden, bis für die Zahl N die Un- 
möglichkeit höherer Verbindungen dieser Art eintritt. Zudem soll 
auf jeder Stufe die allgemeine Form der Zahl JV, für welche die ge- 
forderten Combinationen möglich sind, angegeben, sowie umgekehrt 
gezeigt werden, ob bei jeder Zahl von der aufgeftmdenen Form die 
geforderten Verbindungen auch in der That möglich sind. — Wenn 
z. B. in Bücksicht der ersten Bedingung (a) allein die Zahl N von 
der Form (6n + l) oder (6n + 3) sein muss, so ist zu beweisen, dass 
für jede Zahl von einer dieser zwei Formen auch in der That die 

n Elemente sich auf die geforderte Art zu -g-JY(JV— 1) Dreiern ver- 
binden lassen. Nämlich aus den gestellten Bedingungen folgt leicht, 
dass 

die Zahl der Dreier gleich — ^^ ~ ^ > 

Vierer N(N-l){N-S) 

>f 97 }} Vierer „ 2-3-4 

„ „ „ l^ünter „ 23. 46 ' 

Sechser N(N-1)(N--S)(N^1)(N-U) 

„ „ „ Decnser „ 2. 3. 46. 6 

Siebener ^^^^ ^^ (^-^)(^- 7) (^- ^^) (^^ ^^) , 

f> „ „ Dieoener „ 23. 46. 6-7 ' 

T1.S.W. ist. 

Wir haben mit St einer 's Worten die Aufgabe wiedergegeben. 

An der Lösimg ist nur für den ersten Fall (a) mit Erfolg gearbeitet 

worden; die weiteren Fragen unter (b) (c) ... sind nur wenig in 
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Angriff genommen.*) Dies erklärt sich daraus^ dass jenes Problem (a) 
sich in der Algebra bei gewissen Gleiclmngen als wichtig erwiesen 
hat.**) Bevor wir auf diese speciellen üntersuchnngen eingehen, 
wollen wir die allgemeine Steiner'sche Aufgabe noch durch einige 
Ueberlegungen der Anschauung näher fuhren. 

Das Problem (a) wollen wir als das Steiner'sche Dreier- 
Problem bezeichnen. 

§ 130. Bei der Construction der Dreier tritt jedes Element 
mit jedem anderen je einmal in einem Dreier zusammen. Das erste 
Element erscheint also mit aUen anderen (zu je Zweien vereinigt) in 

Verbindung; d. h. das erste Element tritt — r — mal auf. Polglich ist 

N ungerade = 2i/ + 1. Femer bestehen bei N Elementen — ^ — - 

Zweier; da je drei von diesen zu einem Dreier zusammentreten, so 

giebt es im (ranzen — ^ ~ ^ Dreier; d. h. N{N— 1) muss durch 6 

theilbar sein. Setzen wir N=2v + 1, so folgt, (2i/H-l)2i/:6, d. L 
v(2v + l):S ist eine ganze Zahl, und daraus ergiebt sich leicht eine 
der beiden Möglichkeiten 

JV=6w+l oder =6n + 3. 

Die Construction der — ^ — - Dreier bei einem gegebenen N 

möge nun möglich und erfolgt sein. Dann giebt es ausser den zn 
diesem Systeme gehörigen Dreiern noch 

N(N-l){N-2) __ N(N-1) ^ N(N-'1)(N-S) 
6 6 1-2-3 

freie Dreier, d. h. solche, die dem ersten Systeme noch nicht an- 
gehören. Diese müssen sich, um der Forderung (b) zu genügen, zn 
je vieren in Vierer zusammenfassen lassen. Es giebt denmach in 
einem Systeme (b), falls ein solches besteht, 

23-4 

Vierer; diese, ihrer Form nach gebrochene Zahl muss folglich eine 
ganze Zahl werden. Setzt man in jenen Bruch ^ = 6w + 1 oder 
6w + 3 ein, so wird er bezw. zu 

(6n + l )n(8n~l) ^^^^ (6n + S)(Sn + l)n , 



2 2 ' 

das ist aber stets eine ganze Zahl. Es ergiebt sich denmach hier 
keine neue Bedingung für die Zahl N. 



*) W. Lea, Ednc. Times Repr. 9 (1863) p. 35; 11 (1869) p. 97; 22 (1874) p. 74.. 
**) M. Noether, Math. Ann. 16 (1879) p. 89; E. Netto, Snbstitutionen- 
heorie 1882, p. 192. 
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Die Construction der — - — Z J\ ~~ Vierer möge nun möglich 

und erfolgt sein. Dann giebt es ausser den zu diesem Systeme ge- 
hörigen Vierem noch 

1.2.3-4 1.2.3.4 ' 

Yon diesen sind nach der weiteren Bedingung in (b) alle diejenigen 

fortzulassen, welche einen der — ^ ~ ^ Dreier des Dreier- Systems (a) 

enthalten. Es giebt aber (N — 3) Vierer, die einen bestimmten 
Dreier enthalten. Polglich giebt es an freien Vierem, die noch zur 
Verfügung stehen, weitere 

N(N'-l)(N'-2)(N-S) _ N(N-1){N-S) __ N{N-i)(N-'B) 
4! 4! 3! 

"" 4! ' 

diese sollen sich, um die Forderung (c) zu befriedigen, zu Fünfern 
gmppiren lassen. Es muss demnach, weil immer je 5 Vierer zu 
einem Fünfer zusammentreten, der Bruch 

JV(JV-l)(iV-3)(JV-7) 
2. 3. 4. 5 

eine ganze Zahl sein. Hier zeigt es sich, dass N*^ 6n + 5 für 
n = 5i; + 1 und N=6n+1 für n = 5v + 3 versagen; in diesem 
Falle treten demnach neue Bedingungen für N auf; u. s. w. 

Die für N hergeleiteten Bedii^ungen sind nothwendig; ob sie 
hinreichend sind, bleibe dahingestellt. Für die Behandlung der 
Dreiersysteme werden sie sich als hinreichend bald ausweisen. 

Für ^=7 findet man durch Probiren leicht das Dreier- System 

123, 145, 167, 246, 257, 347, 356. 
Freie Dreier bleiben die folgenden 28 Dreier derselben 7 Elemente 

1,2,. ..7 

124, 
137, 
236, 
346, 

28 

Diese lassen sich zu folgenden -7- = '7 Vierem anordnen: 
1247, 1256, 1346, 1357, 2345, 2367, 4567. 

Freie Vierer, d. h. solche nicht zu dem aufgestellten Systeme gehörige, 
die keinen der Dreier des Systems enthalten, giebt es jetzt nicht. 
Somit hat hier die Construction ihr Ende erreicht. 



125, 


126, 


127, 


134, 135, 


136, 


146, 


147, 


156, 


157, 234, 


235, 


237, 


245, 


247, 


256, 267, 


345, 


357, 


367, 


456, 


457, 467, 


567. 
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Für ^^=9 findet man leicht durch Probiren das Dreier -System 

123, 145/ 168, 179, 

249, 256, 278, 348, 

357, 369, 467, 589. 

Es bleiben 72 Dreier frei; diese lassen sich zu je 4 in 18 Vierer 
folgendermassen zusammenstellen 

1247, 1258, 1269, 1346, 1359, 1378, 

1489, 1567, 2345, 2367, 2389, 2468, 

2579, 3479, 3568, 4569, 4578, 6789. 

Da jetzt noch 108 Vierer frei bleiben, diese Anzahl aber durch 5 
nicht theilbar ist, so kann eine Zusammenfassung in Fünfer nicht 
Yorkommen. 

§ 131. Wir gehen jetzt durch wirkliche Construction der 
eme zu dem Nachweise über, dass für N=6n + 1 und 6n + 3 
stets Dreier- Systeme hergestellt werden können. Eine solche Con- 
struction hat zuerst M. Reiss geliefert,*) Sie beruht auf folgenden. 
Betrachtungen. 

Zunächst liefert Reiss eine Hülfsconstruction, durch welche für 
eine gerade Zahl v die t; Elemente 1, 2, 3, ... t; so in (v — 1) 

Systeme Ton y Zweiem eiugetheilt werden, dass dabei ein jeder mög- 
liche Zweier einmal und nur einmal auftritt. 

Wir bilden zu diesem Zwecke eine erste Zeile aus aUen Zweiem, 
welche das Element 1 enthalten, 

12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; . . . Iv; 

unter diese schreiben wir alle mit 2 begiimenden Zweier (ausser 21), 
so dass 23 unter 14 steht, 24 unter 15 u. s. £ nach rechts fort- 
schreitend. Unter Iv tritt 2, v — 1, und 2v yrird unmittelbar Tor 23 
gesetzt. Es entsteht so die zweite Zeile 

.; 2v', 23; 24; 25; 26; 27; . . . 2, v- 1. 

Der erste, stärkere Punkt bezeichnet eine freie Stelle. 

Hierunter schreiben wir alle gut geordneten mit 3 beginnenden, 
noch nicht niedergeschriebenen Zweier, so dass 34 unter 25 tritt, 
35 unter 26 u. s. £ nach rechts fortschreitend und von der letzten 
Spalte cychsch zur ersten übergehend; dabei wird aber 3i/ unmittelbar 
vor 34 gesetzt. So kommen wir zur dritten Zeile des Schemas 

3,i;-l . . 3i;; 34; 35; 36; . . . 3, i;-2. 

Die beiden stärkeren Punkte bezeichnen freie Stellen. 



*) Jonm. f. Math. 56 (1859) p. 326. 
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Hierunter schreiben wir alle gut geordneten mit 4 beginnenden 
Zweier, so dass 45 unter 36 tritt, nach rechts fortschreitend und von 
der letzten Spalte cyclisch zur ersten übergehend; 4i/ wird unmittelbar 
vor 45 gesetzt. Die vierte Zeile hat demnach die Gestalt 

4;i;-2; 4,v — 1; . . . 4i/; 45; . . . 4, t;-3. 

Die drei stärkeren Punkte bezeichnen freie Stellen. 

So geht man fort bis zu den Zweiem der (i; — 2)*®"* Zeile. Das 
letzte Paar {v — l)v steht allein in der (t; — l)*«"^ Zeile der (i; — 3)*«»^ 
Spalte, 

Hierdurch hat man die folgende Tabelle construirt, deren Spalten 
die verlangten (i; — 1) Systeme von Zweiem liefern. Alle Spalten 
enthalten gleich viele Elemente und gleich viele Zweier. 

12 13 14 15 16 17 18 l,v-2 l,i/~l Iv 

2v 23 24 25 26 27 2,i/-3 2,r-2 2,i/-l 

3,1/— 1 . . 3i/ 34 35 36 3,i^-4 3,i;— 3 3,i;-2 

4,v-2 4,i;-l . . • 4j; 45 4,t;-5 4,t;-4 4,i^-3 

• • ••• • •...!/ — 2,V' — 1 • • • 

• • • • • • • V — 1;^ • f 

Die von diesem Schema behauptete Eigenschafb ist nun zu be- 
weisen. Zuerst ist klar, dass die 1 in jeder Spalte einmal und nur 
einmal erscheint. Wir weisen das Gleiche von den Elementen 
2, 3, ... (v — 1) nach. Die (x + 1)*® Zeile hat x freie Stellen, deren 
erste in der x*®^ Spalte und deren letzte in der (2x — 1)*®^ Spalte 
steht. Dabei sind die Ordnungszahlen für die Spalten als kleinste 
positive Reste mod. {v — 1) zu nehmen. In allen besetzten Spalten 
der (x + 1)*®"* Zeile steht das Element (x + 1). Femer finden wir 
es in der x*®^ Spalte der ersten Zeile, wo es in dem Zweier 1, x + 1 
auftritt; weiter in der (x + 1)*®^ SpiJte der zweiten Zeile, wo es in 
dem Zweier 2, x + 1 auffcritt, u. s. f. bis zur (2x — 1)*®"^ Spalte der 
x*®^ Zeile, welche den Zweier x, x + 1 enthali Polglich steht (x + 1) 
je einmal in jeder Spalte. 

Der Beweis för das Vorkommen von v in jeder Spalte ergiebt 

sich daraus, dass jede Spalte ^ Zweier und also v Elemente enthält, von 

denen, wie bewiesen wurde, durch die Elemente 1, 2, . . . (i/ ~ 1) 
schon (v — 1) Stellen und nur so viele besetzt sind. Die einzige 
freie Stelle wird also überall von v eingenommen werden müssen. 
Diese Anordnung der Elemente wollen wir eine solche in {y — 1) 
gleichzählige Zweier nennen. Füllen wir die freien Stellen durch 
Heraufrücken der tieferen in derselben Spalte stehenden Zweier aus, 

dann ergiebt sich folgendes Schema von (i; — 1) Spalten und — Zeilen 
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12 
3,v-l 


13 

1 2v 


14 
23 


15 16 
24 25 


17 
26 




18 
27 




..Iv 
..2,i/-l 


4,v-2 
6,v-4 


4,v-l 
5,v-2 
6,v-3 


5,v-l 
6,i/-2 
7,v-3 


Zv 34 
6,v-l 7,v-l 
7,v-2 8,v-2 


35 

4v 

8,»;- 


1 


36 

45 

9,1/- 


1 


..3,r-2 
..4,v-3 
..5,t;-4 



Wenn man, wie es in dem Schema durch die Striche angedeutet 
ist, von der ersten Spalte den ersten Zweier und von jeder folgenden 
Spalte jedes Mal die beiden ersten Zweier fortlässt, dann erhält man 
die Einordnung der (y — 2) Elemente 3, 4, 5, . . . i; in ungleich- 
zählige Zweier. Für diese Eintheilung soll es charakteristisch sein, 
dass die erste Spalte alle Elemente in Zweier vertheilt enthält, jede 
folgende dagegen nur (v — 2) Elemente in Zweier vertheilt, und 
dass endlich die jedes Mal fehlenden beiden Elemente jeder Zeile 
ein gemeinsames Element mit den fehlenden der vorigen und der 
folgenden haben. Die fehlenden Elemente bilden also eine einzige 
cyclische Periode, die in dem oben gegebenen Schema die folgende ist: 

v3; 34; 45; ... t/ — 2, v — 1; i/— l,v. 

§ 132, Wir geben jetzt die Herstellung eines Dreier- 
Systems von (2v + l) Elementen aus einem bereits bekannten 
Dreier-Systeme von v Elementen. Das gegebene System, welches 
die Elemente 1,2, 3,... r umfassen soll, möge mit D bezeichnet 
werden. Die neuen zu 1, 2, ... v tretenden Elemente mögen l',2', . . . 
v', (y + 1)' heissen. Die Zahl v hat eine der Formen (ßn + 1) oder 
(6w + 3) und ist also ungerade. Folglich ist die Anzahl (v + 1) der 
neuen Elemente gerade, und sie lassen sich nach der Vorschrift des 
vorigen Paragraphen in v gleichzählige Zweier anordnen. Gre- 
schieht dies in einer Tabelle, wie sie oben angegeben wurde, und 
schiebt man vor die einzelnen Spalten der Reihe nach die Elemente 

1, 2, 3, ... 1/ von D, so erhält man ^^"^ ^^ Dreier D^, welche offen- 
bar alle Combinationen je zweier Elemente 1', 2', 3', . . . (v -f 1)' und 
auch alle Combinationen je eines Elementes erster und eines Elementes 
zweiter Art umfasst. D und D^ zusammen geben demnach ein 
Dreier- System für die (2v + 1) Elemente. 

Dem entsprechend verhalten sich auch die Anzahlen, da man hat 

v{v -1) (v + l)v __ {2v + l)2v 
6 "^ 2 "" 6 ' 

Es ist noch Folgendes zu bemerken. Schreibt man alle Dreier 
auf, welche die beiden Elemente 1' und 2' enthalten, also nach der 
vorigen Tabelle 
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11' 2' 21'3' 31' 4' 41'5' 5V& . . .vV (y + l)' 

22'(v + iy 32' 3' 42' 4' 52'5' . . . t;2'i/' 
und unterdrückt überall 1' und 2', so bleiben die 2 (v — 1) Zweier 
23' 34' 45' 56'...i/(i;+l)' 

2(i/ + iy 33' 44' 55'... 1/1/' 
zurück, welche in eine einzige cyclische Periode eingeordnet werden 
können, 

(i;+l)'2; 23'; 3'3; 34'; 4'4; 45'; . . . i/'v; v(y + iy. 

Hat ein Dreier -System diese Eigenschaft, dass nämlich bei 
Unterdrückung zweier Elemente solche Zweier heraustreten, die in 
eine einzige cyclische Periode sich einordnen lassen, dann 
wollen wir sagen, das System habe die Perioden-Eigenschaft. 

§ 133. Wir geben femer die Construction eines Dreier- 
Systems von (2v— 5) Elementen aus einem bereits bekannten 
Dreier-Systeme von v Elementen, welches die Perioden- 
Eigenschaft besitzt. Das gegebene System D möge die Elemente 
1, 2, 3, ... 1/ umfassen. Die Perioden -Eigenschaft trete heraus, wenn 
man die Elemente (v — 1) und v unterdrückt. Das mit {y — 1) und v 
zu einem Dreier verbundene Element sei (i; — 2), so dass also D 
den Dreier der 3 Elemente (v — 2), (v — 1), v enthält. Als Periode 
der Zweier werde (allenfalls durch Abänderung in der Bezeichnung 
der Elemente) die folgende angenommen 

(a) 12; 23; 34; . . . (t/-4)(i;-3); . (f/-3) 1. 

Wir behalten nun von D alle diejenigen 

Dreier Dq bei, welche weder das Element (i; — 1) noch das Ele- 
ment V enthalten und also nur aus den Elementen 1, 2, ... (v — 2) 
gebildet sind. 

Mit diesen Dreiern vereinigen wir zunächst unter Hinzunahme 
von (y — 3) neuen Elementen 1', 2', ... (i; — 3)' die aus (a) durch 
Anfügung dieser Elemente entstehenden Dreier 

(ß) 1'12; 2'23; 3'34; . . . (i;-3)'(t;-3)l, 

deren öesammtheit D' sei. 

In Dq und D' sind alle Zweier der Elemente 1, 2, 3, ... (t; — 2) 
je einmal enthalten; denn die Zweier (a) sind die einzigen unter 
1, 2, 3, ... (v — 2) in Dq nicht vorkommenden. 

Femer bilden wir aus 1', 2', 3', ... (v — 3)' die ungleichzähligen 
Zweier, die mit Hülfe von zwei nur zu diesem Zwecke nöthigen Ele- 
menten u, V ia dem folgenden Schema untergebracht sind: 

Netto, Combinatorik. 14 
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UV 


«1' 
v(v-S)' 


«2' 

»1' 


«3' m4' 
«2' t>3' 


m5' »6' 


l'(i/-4)'l 


»4' »5' 


2'(v-5)' 
3'(v-6)' 


2'(v-4)' 
3'(v^5)' 


3' (,.-4)' 
4'(i/-5y 


l'(i/-3)' 1'2' 
4'(v_4y 3'(i;-3y 


1'3' 1'4' 
2'(v-3y 2*3' 



v& ...v(v-5y vlv-4y 

r5'...i'(i/~6y i'(t;-5y 

2'4'...2'(v-7)' 2\vGy 

und in ihm unter dem Striche sich befinden. Mit allen Zweiem der 
ersten Spalte unter dem Striche verbinden wir das Element erster 
Art (v — 2); dadurch ist (v — 2) mit allen Elementen zweiter Art 
vereinigt. Mit allen Zweiem der zweiten Spalte (unter dem Striche) 
verbinden wir das Element 1 erster Art; dadurch ist 1 mit 2', 3',... 
(v — 5)', (y — 4)' vereint, und da es schon in (/J) mit 1' und (i; — 3)' 
zusammentritt, so ist auch das in Ordnung. Mit aUen Zweiem der 
dritten, vierten, . . . Spalte (jedes Mal unter dem Striche) werden der 
Reihe nach die Elemente 2, 3, . . . zu Dreiern vereint, und man er- 
kennt, wie soeben, dass dadurch 2, 3, . . . mit allen 1', 2', . . . ver- 
bunden werden. In diesen Dreiern D^ sind endlich auch aUe Zweier 
der zweiten Art enthalten, weil das Schema die ungleichzahligen 
Zweier der Elemente zweiter Art giebt. Somit liefert die Ge- 
sammtheit von Dq, D', Dg das Dreier-System der (2z/ — 5) Ele- 
mente 1, 2, . . . (v-2); 1', 2', . . . (i/-3y. 

Die Anzahlen stimmen auch dazu; denn man hat, wie es sein 
muss, 



[^i(^ _(,_2)] +(.-3)+ ö:^«)^ = 



(2y~6)(2y-6) 
6 



Endlich ist noch zu bemerken, dass unser neues Dreier -System 
von (2 2/ — 5) Elementen gleichfalls die Perioden -Eigenschaft besitzt 
Wir zeigen dies, indem wir sämmtliche Zweier aufschreiben, die bei 
der Weglassung der Elemente 1' und 2' entstehen. In der zweiten 
und der vierten Spalte kommt nur je ein solcher Zweier vor; in der 
dritten und fünften gar keiner; in allen anderen giebt es je zwei, und 
es entsteht somit 

(„-2)(i;~4y l(t;~4y . 3(i;-3y .53' 64' 7 5'...(t;-3)(t;-5y 

(i/-2)(i;-5y . . . . 5(i;-3y 63' 7 4'...(i;-3)(t/-6y 

In (ß) endlich giebt es noch die beiden Dreier 1'12, 2' 2 3. 
Schiebt man die aus ihnen folgenden Zweier 12 und 23 hinter den 
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Zweier 1 (v — 4)' und vor den Zweier 3 (v — 3)' der letzten kleinen 
Tabelle; so haben wir die Periode von Zweiem 

(v^5y(v_2); (t/-2)(t;-4y; (t;-4yi; 12; 23; 
3(i/-3y;...(z;-3)(i/-5y, 

Damit ist der Beweis geliefert, dass die Perioden-Eigenschaft vor- 
handen ist. 

§ 134« Jetzt ist es leicht zu zeigen, dass zu jedem ^=6n4- 1 
und (6n + 3) ein Dreier- System gehört. Für Jr= 3 ist die Existenz 
klar; für JV= 7 folgt sie aus § 132; dieses System sowie aUe weiter- 
hin zu construirenden haben die Perioden -Eigenschaft. Wendet 
man auf N=l die Regel von § 133 an, so folgt ein System för 
-N'=9; tmd wendet man dieselbe Construction auf ^^=9 an, so 
folgt ein System fär iV= 13. § 132 auf J!V'= 7 angewendet, liefert 
N^ 15; und N=^ 19 entsteht aus der Anwendung von § 132 auf N=^9. 

Gesetzt nun, die Ausdehnung der Existenzbeweise wäre so weit 
geschehen, dass alle Zahlen N bis zur Grenze {12m — 4) umfasst 
würden, wobei m mindestens gleich 2 vorausgesetzt wird, so sind 
unter diesen Zahlen die beiden 

6m + 1 und Gm + 3. 

Wendet man auf eine jede von ihnen die Satze der beiden vorigen 
Paragraphen an, so wird dadurch die Ausdehnung auf die vier Zahlen 

12w-3, 12w + l, 12w + 3, 12m +1, 

d. h. auf alle Zahlen der Formen 6w + 1, 6w -f 3 bis zur Ghrenze 

12w + 8 = 12(m-f l)-4 

bewirkt. Da nun für die Zahlen bis 12-2 — 4 der Existenzbeweis 
oben erbracht ist, so gilt er allgemein für jedes N=^ ßm + 1] 
JV=6w-f 3. 

§ 135« Einen anderen Beweis für denselben Satz gab, gleich- 
falls nach der Methode der strengen Induction, E.H. Moore.*) Er 
verwendet dabei zwei neue Anordnungen von Elementen in Dreier, 
die wir Ueberdreier-Systeme und Unterdreier-Systeme (sub- 
triple Systems) nennen wollen. 

Ein Ueberdreier-System von Elementen ist ein solches System 
von Dreiern, welches einen jeden Zweier mit Einschluss derjenigen. 



•) Math. Ann. 43 (1893) p. 271. Ich bemerke, dass zu jener Zeit der 
Bei SS 'sehe Beweis ganz in Vergessenheit gerathen war und von mir erst nach 
Veröffentlichung des Moore 'sehen Aufsatzes auf gefanden wurde. 

14* 
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die aus der Zusammenstellmig eines Elementes mit sich selber ent- 
stehen, einmal und nur einmal in einem Dreier enthalt. So giebt es 
für die Elementenzahl 

w = 2 das Ueberdreier- System aaa; abb. 

« = 3 I. aaa-j abc\ &6&; ccc 

und auch ü. aa6; 66c; acc. 

w = 4 I. aaa-^ abb\ acc] add\ bcd 

und auch ü. aaa; a66; acd] bcc] bdd. 

Aus den Beispielen für n = 3 und w = 4 ergiebt sich, dass fiir 
eine gegebene Elementenzahl verschiedene Ueberdreier- Systeme be- 
stehen können, und dass diese nicht die gleiche Dreierzahl zu ent- 
halten brauchen. 

Bei jedem n fuhrt die folgende Regel zur Construction 
eines Ueberdreier-Systems. Die wElemente seien x^ x^, ajj,...^;«. 
Es sei dann und nur dann 

Xi Xk Xi einer der Dreier, wenn i + Ä + Z = (mod. w) 

wird. Dass hierbei ein jeder Zweier einmal und auch nur einmal in 
einem Dreier erscheint, ist klar. Die rechte Seite der bedingenden 
Gongruenz braucht nicht Null zu sein; sie kann gleich einer behebigen 
Constanten genommen werden. Auf die Fragen, die sich hier an- 
knüpfen lassen, wollen wir nicht weiter eingehen. — 

Ein Unterdreier-System ^A, besteht aus Dreiern, welche sich 
mit Hülfe von t Serien J.; JB; (7; . . . G^ aus je s Elementen 

ai, Og, «3, . . . a,; \, \, 63, . . . 6,; . . . g^^ g^, 5^3; •• • 9* 

derart bilden lassen, dass in ihnen jedes Element jeder Serie mit 
keinem Elemente der gleichen, aber mit jedem Elemente einer jeden 
anderen Serie je einmal zusammentritt. 

So hat man für die drei Reihen von je drei Elementen 

^ly ^> ^5 61, 62; 63; Ci, Cg, C3 
das System 3A3 von folgender Gestalt 

^1*1^5 %&2^35 %&8^5 %&i^; fl^2&2^5 

ö^2^S^; ^3^1^; ^3^2^!? C^3^S^5 

femer ergiebt sich für die vier Reihen von je zwei Elementen 

öti, Og; 61, 62; (\, C2; dl, da 
das System 4A2 

OihCj^] ai62di; a^c^d^] ^i^^i; 

«262^2; OgfejC^; a^Cid^] 62^1^2. 
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Für uns ist nur der Fall von Wichtigkeit, dass ^ == 6m + 1 oder 
6m + 3 wird, und dass man die t Serien selbst, d. h. die Symbole 

in Dreier- Systeme anordnen kann. Wie das zweite Beispiel zeigt, ist 
aber hierdurch die Existenz von Unterdreier -Systemen nicht begrenzt; 
nur die Construction wird besonders einfach, wenn wir die an- 
gegebenen Voraussetzungen machen. 

Zunächst nämlich reducirt sich die Construction von ^A« auf die- 
jenige einer Reihe von 3A«, welche so mit /A« zusammenhängen, dass 
die 3 Serien von Elementen jedes s^« einem Serien- Tripel der 
s Serien Äj B, C, . , . G angehören. Offenbar lässt sich ein <A, aus 

. solcher sA, zusammensetzen. 

o 

Die Construction eines Unterdreier -Systems 3A, aus den drei 
Serien Ä^ByC kann man nun so durchführen, dass man zuimchst 
aus «Elementen x^^x^^^sf * - - ^9 ein Ueberdreier -System nach der 
oben gegebenen Vorschrift bildet, dann jedem Dreier dieses Ueber- 
dreier- Systems 

XkXiXm entsprechend akhCm, cikbmCt, . . . a^biCk 

bildet und von diesen je sechs Dreiern nur die unter einander ver- 
schiedenen beibeluilt. Dass die gewünschte System -Eigenschaft ein- 
tritt, ist klar. 

An diese Construction knüpfen wir den Beweis dafür, dass jedes 
so erhaltene sA« eine Reihe von 3/^ besitzt, wenn s gerade ist. 

Ein 3A2 mit den drei Elementenpaaren 

kann, abgesehen von den Aenderungen in der Bezeichnung, die durch 
die Vertauschung von lateinischen und von griechischen Indices her- 
vorgebracht werden, wie man durch Versuche leicht sieht, nur die 
Form 

ctkbiCm] cbibxCf^] ajcbiCf,] a^bzCm 

besitzen. Sollen vier solche Dreier in einem nach der obigen Vor- 
schrift hergestellten 3A« enthalten sein, dann müssen die Indices den 
vier Bedingungen genügen 

k + l + m — O, 
Jc + X + ii =0, 

(«> ^ + 1 + 1.^0, (^^^•^)^ 
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während gleichzeitig 

(/J) x + X + (i^=0 (mod.s) 

sein musB; da a^hiCft, ein unerlaubter Dreier wäre^ wenn man 

x + X + fi = 
hätte. 

Aus (a) folgt sofort durch Addition der drei letzten und Sub- 
traction der ersten Gongruenz 

(y) 2(x + X + ii) = (mod.s). 

Ist nun s ungerade, so widerspricht (y) der Relation (ß)] folglich 
giebt es in einem sA« mit ungeradem s kein jA^. 

Ist dagegen s gerade ^2ö, so folgt aus der letzten Gongruenz {y) 
und aus (j3) 

X + A + f* = <y (mod. 2a)y 

x = Ä + <y; X^l + 6] ii^m + 6 (mod.2<y). 

Man erkennt hieraus die Richtigkeit des Satzes: 

In jedem nach unserer Vorschrift gebildeten sAsa gehört 
jeder Dreier ükhCm zu einem jZ^, dessen 3 «2 Elemente 

sind. Solcher ^\ giebt es daher in unserem sAa^ genau 6^. 

§ 136. Es ist nicht schwer, die Anzahl der Dreier eines nach 
unserer Vorschrift gebildeten Ueberdreier- Systems zu bestimmen. 

Die Zahl der Elemente sei Sy und diese Zahl soll zunächst durch 
3 nicht theilbar sein. Die Anzahl der zu s gehörigen Dreier mit 
drei gleichen Elementen sei Ay die Anzahl derjenigen mit zwei 
gleichen Elementen sei JB, die Anzahl derjenigen mit drei un- 
gleichen Elementen sei G. Hierbei ist offenbar in unserem Falle 
^ = 1; da nur XqXqXq drei gleiche Elemente besitzen kann; und des- 
wegen wird J? = s — 1, da nur die Dreier 

XiXiXt^2, X^X^Xt^i, ... 

hierher gehören. 

Femer enthält jeder zu Ä gehörige Dreier nur einen einzigen 
Zweier; jeder zu B gehörige Dreier enthalt 2, und jeder zu C ge- 
hörige entMlt 3 verschiedene Zweier. Im Ganzen sind bei s Elementen 

2 

verschiedene Zweier vorhanden. Demnach gilt die Oleichung 

1 . ^ + 2 . JS + 3 . C= 1 + (2s-2) + 3C= ^^-^ii^. 



Moore's Construction der Dreier- Systeme. 215 

und also wird 

^- 6 ' 

(8 + l)(8 + 2) 



Ä + B+C=^ 



6 

Dies ist die gesuchte Anzahl von Dreiern des nach der gegebenen 

Vorschrift gebildeten Ueberdreier-Systems, wenn s =|= (mod. 3) ist. 

Ist dagegen die Anzahl s der Elemente durch 3 theilbar und 

etwa =3<y, dann wird J. = 3; denn hierher gehören die drei Dreier 

An Dreiern; die unter B gesetzt werden müssen^ sind jetzt also nur 
(s — 3) vorhanden. Demnach wird 

1 . ^ + 2 . J? + 3 . C - 3 + (25-6) + 3C= ^^^?±^, 

C7= g , 

A + B+C^ ^!+p± = 3.^ + 1. 

Dies ist die gesuchte Anzahl von Dreiern des nach der gegebenen 
Vorschrift gebildeten Ueberdreier- Systems, wenn s = (mod. 3) ist. 
Hiemach berechnet sich leicht die Anzahl der Dreier unseres 
TJnterdreier- Systems sA,. Wir sahen (S. 213 Z. 20), dass aus jedem 
Ä, B, C für sA, entstehen 1 bezw. 3 und 6 Dreier. Man hat dem- 
nach in den beiden angeführten Fallen als Anzahl der Dreier 

1-f 3(s-l) + (s^-3s + 2) = 5V (s^O mod.3); 
^^^' 3 -F 3(5-3) + (5^-35 + 6) - 5^ (5 = mod. 3), 

d. h. stets =- s\ 

Dieses Resultat war vorauszusehen. Denn jedes der 35 Elemente 
von 9 As tritt mit 25 anderen zusammen; das giebt 65^ Zweier, die 
paarweise einander gleich werden. Man hat demgemäss 35^ unter 
einander verschiedene Zweier, von denen je 3 zu einem Dreier zu- 
sammentreten; so entstehen die 5^ Dreier des Systems. 

§ 187. Wir kommen jetzt zu dem Hauptsatze Moore's, der 
sich auf die Herstellung eines A< mit der Elementenanzahl 

bezieht, wenn die Construction von Dreier-Systemen A^^, A^^, 
A^, bekannt ist und wenn dabei A/^ das System A^, enthält. 
Zunächst wählen wir aus den t Elementen t^ aus, die wir a^, 
^2; ^8; «4; • • • ^/. nennen und theilen die übrigen Elemente in t^ 
Serien J., B, C, D, . . . von je (t^ — ^3) Elementen, welche ent- 
sprechend bezeichnet werden sollen; 

(ä) Ol, Og,. . .«,,-.<,; 1^1, 62, . . . ^,-<,; Ci, ci, ...Cf,-<,;.. . 
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Ans den ax nnd ans je einer Serie A, B, C, . . .y also ans jedes 
Mal ^8 + (^ "■ ~ ^2 Elementen bilden wir je ein A<,, welches das 
A«, der ux enthält; das ist nach der Schlnss-Yoranssetznng möglich. 
Die so entstandenen Dreier -Systeme, die wir bezw. 

is) Lt,{axyAy, £^t^{ax,B)] At^{ax, C)] . . . 

nennen wollen, haben sämmtlich das Dreier- System A^ der ax ge- 
meinsam. In (p) kommen also alle Dreier vor, welche die ax nnter 
einander nnd mit aUen Elementen ans A,ByG, . . . verbinden, nnd 
ebenso alle, welche die Elemente der einzelnen Systeme A, B,Gy . . . 
unter sich verbinden; nur ist es bei (q) nöthig, die Dreier von A^^ 
welche ^j-mal vorkommen, (t^ — l)-mal zn streichen. Dagegen giebt 
es in (q) keinen Dreier, der Elemente der Serie A mit solchen der 
ByCy... oder Elemente der Serie B mit solchen ans A, C,. . . . ver- 
bindet n. s. w. Diese fehlen daher noch zum vollständigen A^ 

Nimmt man aber zn (q) noch das Unterdreier -System 

hinzu, welches die in (ä) angegebenen Serien von je (^ — ^) Ele- 
menten mit einander in Dreiern vereinigt, dann liefern (p) und (&) 
zusammen das gesuchte A^ -^ 

Prüft man den Verlauf der angegebenen Methode, so zeigt es 
sich sofort, dass ^3 den Werth 1 annehmen darf. Dann besteht eben 
nur ein «j, welches durch (p) mit aUen Elementen aus -4, B^C, . . 
in Verbindung tritt, und Af, faUt fort. — ^ 

In der Bedingung, dass A/, in A«^ enthalten ist, steckt die 
numerische Beziehung ^ ^ 2<8 + 1. Denn jedes Element, welches 
nicht in A/, vorkam, etwa Xq^ muss mit allen ^ Elementen von A^ 
verbunden sein. Das erfordert t^ Zweier. An jeden dieser Zwdier 
kann immer nur ein neues Element rrj,, Xq, . . . 3^^ treten. Folglich 
giebt es mindestens (t^ + 1) neue Elemente in A^,, die in Ar, nicht 
vorkommen; d. h. es ist <2 ^ 2^ -f 1. 

§ 188. Wichtig ist es für unsere Zwecke, bei diesem Vorgehen 
die Construction derart durchzuführen, dass das entstehende A^ 
ein A7 enthält. Dies kann so geschehen. 

Greifen wir etwa das Element a^ aus A^, heraus und finden 
in At^(axyA) das Tripel a^a^a^] in At^(ax, B) das Tripel «iftiftg 
und in A«^ («ji, C) endlich a^c^c^y wobei (AB (7) einen Dreier in 
A«^ bildet, dann können wir nach § 135 Schluss das für die Con- 
struction (0) im vorigen Paragraphen nothwendige /^A^,— ^ so herstellen, 
dass es die vier Dreier 

^\^U ö^l^2^; ^\^f ö^&2^1 

und also mit jenen eben erwähnten drei anderen 

zusammen ein A7 aus den Elementen fi^> tz^; &i; ^; ^, &2> ^ besitzt. 
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% 139. För die Hauptfrage, mit der wir ans 
reichen einige Specialisirnngen des Hauptsatzes in § 137 aus. 
gewinnen sie für die Annahmen 



;en. 
Wir 









«, = 1 

<3 = 1 



<8 = 3 

«. = 7 



I. 

n. 
m. 

IV. 
V. 



*=2<' + l 
t^Zt' -2 
t = St' - 6 
< = 6<' + 3 
t = St'-U; 



Bedingung: <' ^ 3 
t'>S 



„ «'^15 

(«' = 6to'4-2±1). 

Die hiiuEugefÜgten Bedingungen folgen zom Theil daraus, das» 
^ ^ 3 sein mnss, zum anderen Theile daraus, dass A<, in A«, ent- 
halten und also ^ ^ 2^ -|- 1 ist (§ 137 am Schlnsse). 

Kon erhält man durch Verwendung der B«gebi I, H, . . . V 



vermöge 


für t' = 


den Werth von t = 


n 


24/t-l- 1 


72,» -f 1 


I 


36^ -f 1 


72,» -f 3 


I 


36ft-}- 3 


72,» -F 7 


IV 


12 ,»-1- 1 


72,» -F 9 


V 


2^11+ 9 


72,» + 13 


I 


36fi-F 7 


72,» -f 15 


I 


36;t-|- 9 


72,» -1- 19 


in 


24^ -f 9 


72,» + 21 


n 


24,»-}- 9 


72,»-f25 


i 


36,» -f- 13 


72,» + 27 


I 


36,» -1- 15 


72,» + 31 


m 


24,» + 13 


72,» -1-33 


n 


24,» -1- 13 


72,» + 37 


I 


36,» -1-19 


72,» + 39 


I 


36,» -1-21 


72,»-f 43 


IV 


12,»-}- 7 


72,»-f45 


V 


24,» -f 21 


72,»-}- 49 


I 


36,»-f25 


72,» -f 51 


I 


36,»-f27 


72,» + 55 


TTT 


24,» + 21 


72,» + 57 


n 


24,» -f 21 


72,»-)- 61 


I 


36,»-}- 31 


72,»-}- 63 


I 


36,»-}- 33 


72,» + 67 


m 


24,» -f 21 


72,» + 69 
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Hierans folgt; dass, wenn man för jedes t ^ 72ft — 3 ein A/ her- 
stellen kann, in welchem jein A^ Yorhanden ist; das Oleiche auch for 
< ^ 72(fi + 1) — 3 möglich sein wird. Dabei ist ft ^ 1 anzunehmen. 
Es ist also für jede Zahl (6m + 1) und jede Zahl (6m + 3) 
ein A| construirbar, wenn dies für alle Zahlen dieser. Formen 
bis 69 hinauf möglich ist. Nothwendig ist dabei; dass die 
At für t^69, bei welchen die Regel V angewendet wird; 
ein A7 enthalten. Untersucht man nun die vorige Tabelle fnr 
ft = 0; so erkennt maU; da ein A^ nicht besteht; dass alle A/ fnr 
^^69 aus A,; A9 und A^, hergeleitet werden können. A^, mnss 
aufgenommen werden; trotzdem die Tabelle es aus Ag ableitet; weil 
in A9 kein A^ enthalten sein kann. Es hangt jetzt also alles von 
der Existenz von A,; A^; A^, ab; diese drei Dreier- Systeme sind 
vorhanden; wie die aus x^, x^, . . . gebildeten Systeme 

*^9 = i^l^a^S; ^4i^6Ä?0; iX!ijX^X^, ^^4^9 ^^^; «^^Ö*^? 
^l^^y ^1^6^8? ^^4^; ^^6^; ^^4^Sf '^S'^6*^^ 

^13 = 3/13/2*^6; ^l^^gJ *^*^4*^y ^\^%^C} ^i^^; ^i^a^d} 

X^X^Xey ^^4^9 *^*^6*^6f ^^^df ^^^a> ^s^4^<^; 

^3^^a; '^S'^B*^f ^^9^67 ^^^%^bj ^^^^Sf ^^^a^Cf 

X^XjXc} ^5^8^; ^i^b^d} ^6'^S'^dy ^ß^Q^af ^^a^by 

r,^l ^^-^ "^8 *^b ^c; ^9 ^c ^d 

zeigen. 

Damit ist der Beweis für die Existenz von Dreier- Systemen für 
jedes JV«! 6m + 1 und N=^ 6m + 3 vollständig geliefert. 

§ 140. Nachdem diese Hauptfrage erledigt ist; erhebt sich 
eine ganze Reihe anderer Fragen; deren Beantwortung noch nicht 
hat abgeschlossen werden können. Dahin gehört zunächst die Be- 
stimmung der Anzahl von wesentlich verschiedenen A«; die zu 
derselben Elementenzahl gehören. Wesenthch verschieden nennen 
wir zwei Dreier- Systeme danU; wenn es nicht möglich ist, durch 
Yeiünderungen in der Bezeichnung der Elemente das eihe in das 
andere System überzuführen. 

Für Aj giebt es natürlich nur ein einziges System. 

Für A7 können wir, ohne dadurch die Allgemeinheit zu ver- 
letzen, die Dreier; welche das Element x^ enthalten, mit 

\CC) X^X^X^y OC^X^Ol^y X-^X^Xrj 

bezeichnen. Weiter muss x^ noch mit x^ verbunden vorkommen. In 
den betreffende Dreier kann nur x^ oder Xj noch eingehen. Wir haben 
deshalb die Wahl zwischen den beiden Dreiern 

x^x^Xq und x^x^Xi, 
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Hier fübxt aber die Transposition vo^ Xq und x>j vom einen auf den 
anderen. Also liegt keine Bescliränkung darin; den ersten der beiden 
Dreier zu wählen. Dadurch folgt als weiterer Beitrag zu (a) 

\ß) ^i^^^ef X^X^Xf. 

Femer kann zu dem Zweier x^x^ jetzt weder x^ noch x^fX^yX^ treten, 
um einen neuen Dreier zu bilden; demnach muss x^x^x^ erscheinen^ 
und ebenso finden wir x^x^Xq] folglich hat man als neuen Beitrag 

(y) ^^4^; a^8^^6- 

Hierdurch sind alle 7 Dreier gefunden, und (a), (/3), (y) geben 
somit; da es auf Permutationen nicht ankommt, den einzig möglichen 
Typus far A^. 

Bei Ag können wir das Gleiche nachweisen. Ohne die All- 
gemeinheit zu verletzen, können wir als Dreier, welche x^ enthalten, 

\a) ^^^8; XiX^Xjj X^X^X^j ^^6*^8 

annehmen. Der Zweier x^x^ kann nur mit einem der Elemente x^, 
^^7 ^sf ^ ^^ einem Dreier verbunden vorkommen. Sollte a^x^x^ 
auftreten, so könnte man es durch die Transposition (x^oo^) in x^x^x^ 
umwandeln, ohne {(/) zu verandem; sollte it2X^x^ auftreten, so würde 
durch die Aufeinanderfolge der Transpositionen (x^oi^) und (x^x^) der 
Dreier x^x^x^ in x^x^oo^ übergehen das System («') aber hierbei un- 
g^Lndert bleiben. Sollte x^x^x^ auftreten, so würde die Anwendung 
der Transpositionen {x^x^j (^^e) ^ d®^ gleichen Zweck genügen. 
Ohne Beschränkui^ der Allgemeinheit darf also x^x^x^ neben (a') 
aufgenommen werden. Dann muss noch x^ mit allen Elementen 
x^fXQ,Xj,XQ verbunden werden. Da der Zweier x^x^ schon vorkommt, 
so bleiben nur die beiden Möglichkeiten 

x^x^Xqj x^x-jXq und x^x^x^y ^2*^6^ 

übrig. Durch die Transposition (x^x^) geht die eine derselben in die 
andere über; bei ihrer Anwendung bleibt (cd) und x^x^x^ ungeändert; 
folglich kami man ohne einschränkende Annahmen 

(P ) X^X^X^y ^2*^5^8? ^i^6^ 

ZU (a!) hinzufügen. Weiterhin ist noch a^ mit den Elementen x^, Xq, 
Xjf Xq za verbinden, und da die Zweier XqXj, x^x^ in («'), (/?') schon 
vorkommen, so ist nur die eine Combination 

möglich. Auch die noch fehlenden drei Dreier sind jetzt eindeutig als 

(d') x,x,x„ x,x,x„ x,x,x, 

gegeben. Durch («'), (/?'), (y'), (d') ist das System bestimmt; es 
ist das auf der vorigen Seite als A^ gegeben. 
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Bei JT— 13 versagt diese Schlussfolgerung. In der That giebt 
es liier auch zwei Dreier- Systeme; das im vorigen Paragraphen auf- 
gestellte kann durch keine Transformation in ein, nach der Reiss- 
sehen Methode construirtes übergeführt werden.*) — 

Untersuchungen darüber, welche Aenderungen in der Bezeichnung 
der Elemente vorgenommen werden können, ohne dass durch sie eine 
Aenderung des Dreier- Systems eintritt, gehören in das Gebiet der 
Substitutionentheorie.**) Wir können hier auf diese Probleme nicht 
eingehen, verweisen aber auf § 146, wo eine derartige Untersuchung 
in einem besonderen Falle durchgeführt werden wird. 

§ 141. Dagegen wollen wir noch einige Falle besprechen, in 
denen, eine independente Darstellung eines Dreier -Systems geliefert 
ist. Eine solche habe ich für N=^6n + 1 gegeben, falls N eine 
Primzahl ist.***) 

Es sei g eine primitive Congruenzwurzel (mod. N), so dass die 
Werthe der Potenzen 

^,g\g^,...g^-^ {mod. N) 

alle von einander verschieden sind, und dass gf^"~^=l (mod. iV) 
wird. Wir betrachten von diesen und von allen folgenden Zahlen 
immer nur die kleinsten positiven Reste (mod. N). Dann bilden wir 
die Dreier der Elemente 

(«) 0,/,^; 0, flfS(;»+i; 0, flf^ flf~+«; . . . 0, flf»-S flf««-i 

und schreiben unter jeden noch 6w andere Dreier, nämlich unter 
0; 5^% fl^'*"*"' iioch die folgenden 

(ß) X, ^ + 9", «5 + ^+" (x=l, 2,3, ...6n). 

Die so entstandenen 

n{Gn+l) = -^ — ^ 

Dreier bilden ein vollständiges System. Zum Beweise dieser Be- 
hauptung reicht es aus, zu zeigen, dass aUe diese Dreier von ein- 
ander verschieden sind, und hierfür, dass diese Verschiedenheit bei 
denjenigen Dreiern stattfindet, welche das Element besitzen. Denn 
die mit dem Elemente 1 z. B. entstehen aus jenen durch Vermehrung 

*) De Vries, Pal. Rand. 8 (1894) p. 222; Zulauf, Disserfcat., Giessen 1897. 
Mit der Frage nach der Anzahl der verschiedenen At für ein gegebenes t hat 
sich E. H. Moore, L c, eingehend beschäftigt. Er will nachweisen, dass filr 
* ^ 13 mindestens zwei verschiedene Systeme bestehen. 

**) E. Netto, Substitutionentheorie; Leipzig (1882) p. 222 flg.; Moore, 
Math. Ann. 50 (1897) p. 225; Amer. Math. Soc. New York 4 (1897) p. 11. 
***) Math. Ann. 42 (1893) p. 148. 
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jedes der drei Elemente um 1. — Nun kommen ausser den in (a) 
hingeschriebenen Dreiern mit dem Elemente noch solche in (ß) vor, 
je nachdem durch x = — gf" oder x = — ^«+« das zweite oder das 
dritte Element =0 wird. Dies giebt die beiden Reihen 

(8) 0, -öf»,sr'-öf»; 0, -g-+\ g^ ^g-', 0, -öf»+^ sr'-öf»+«; . . . 
Jetzt hat man aber die Gongruenzen mod. N 

(jr3«+l)(gf8n_i) = o und also ör«~ = -l 
^'»+l = (^+l)(öf«"-öf»+l) = und also g^-l=g^^', 

folglich lassen sich die Reihen (y), (d) umwandeln in die folgenden 
beiden 

(y*) 0, g^-, öf»- 0, g^-+\ sr««+i5 0, g^-+^, g'-'^^', . . . 

und damit ist der Beweis völlig geliefert. 

§ 142. Ich habe femer (1. c.) eine Darstellung bei N^^ Gn + 3 
gegeben unter der Annahme, dass (2n + 1) eine Primzahl von der 
Form Gm + 5 ist. Diese letzte besclmlnkende Voraussetzung hat 
Herr L. Heffter*) bei seiner Construction vermieden und diese Con- 
struction derart eingerichtet, dass nur {2n + 1) als Primzahl an- 
zunehmen ist. Ich gebe die Heffter'sche Construction jedoch im 
Anschluss an die im vorigen Paragraphen dargelegte Beweisart. 

Es sei (2n + 1) eine beliebige Primzahl und g eine zugehörige 
primitive Wurzel, die der Bedingung 

(a) g = l (mod. 3) 

genügt. Eine solche besteht stets, ausser wenn (2w+l) = 3, also 
(6n + 3) = 9 ist. Denn, wenn eine beliebige primitive Wurzel ^' 
von (2n + 1) jene Eigenschaft nicht hat, so ist dies bei einer der 
beiden Zahlen 

g' + 2n+l oder g' + 4:n + 2 

sicher der Fall, sobald nicht (2n + 1) « 3 ist. Mit Hülfe von g 
bilden wir die aus drei Zeilen bestehende Tabelle 

/, g\ g\... flr«»-i 

(ß) 2</», 2g\ 2g», . . . 2g»— ^ (mod. 6n + 3) 

3/, Zg\ 3<7», . . . 3^»»-i 

in deren erster, zweiter und dritter Zeile wegen (a) nur Zahlen 
stehen, die (mod. 3) congruent 1, bezw. congment 2 und congruent 

*) Math. Ann. 49 (1897) p. 101. 



222 Capitel 10. § 142 — § 148. 

sind. Ferner sind alle Beste der Glieder aus der ersten Zeile nnter 
einander incongment mod. (ßn + 3). Denn aus 

g^-\-^ = g^ (mod. 6n + 3) 

würde folgen 

(/*((7»-l) = (mod. 2n + l), 

was nicht möglich ist. Der gleiche Schluss gilt f&r die Glieder der 
zweiten Zeile. Für diejenigen der dritten ergiebt sich das Resultat 
in ganz ähnlicher Art. 

FolgUch enthalt (/J) alle Zahlen 1,2,3,... (6n + 3) mit Aus- 
nahme der drei Zahl^ 

2n + l; 4n + 2; 6n + 3. 

Nun bilden wir die Dreier der Elemente 

(y) 0, g% (T; 0, g\ gf +i; 0, g^ r+^; ... 0, g--\ g^-'^ 

und schreiben unter jeden noch 6n andere Dreier, nämlich unter 0, 
ga^ gn'\-a jiqq}^ die folgenden 

(*) oc, x + g^, x+ 5^+« (x = 1, 2, 8, . . . 6n). 

Diese n(6n + 3) Dreier sind unter einander verschieden. Zum Beweise 
reicht es aus, diese Verschiedenheit bei denjenigen Dreiern nach- 
zuweisen, welche das Element besitzen. Dies sind wiederum 

(0 0, ^»-jr^ -/; 0, ^+i-flfS -g'] 0, g-^'-g^ -(/^ . . . 
(0 0, ~s^,/-s^; o,-^g-+\g'^g-+^', 0, -s^+^flf«-Sf«+^ . . . 
Hier gehören aber die 

- flr« = {6n + S)-g^ = 2 (mod. 3) 

der zweiten Zeile von (/3) an, und die 

gfA* — gf^ = (mod. 3) 

der dritten Zeile. Femer kann nicht 

-g^ = -g? [mod. (6n -f- 3)] 

werden, da sonst auch g^ und g^ einander congruent würden. Ebenso 
wenig kann 

ga _ gn+a = gß -^ gn+ß [^od. (6w -f- 3)] 

sein; demi ^te diese Congruenz, dann wäre 

(^ - /) (g"" -1) = [mod. (2n + 1)]; 

das ist aber unmöglich, da jr für die Primzahl (2n -f- 1) primitive 
Wurzel ist. Folglich wiederholt sich in («), (g) keine der von 
verschiedenen Zahlen. Damit ist der Beweis geliefert. 
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Zn den Dreiern (y), (d) fügen wir noch die (2n + 1) Dreier 
hinzu 

{ri) 0, 2w + l, 4tn + 2] 1, 2n + 2, 4n + 35 . . . 2n, 4w + l, 6n + 2, 
die auch unter sich und von jenen verschieden sind. 

(y)> (*); W goben ein vollständiges System von 

^6n + 3) + (2n + l) = <^"+y+^) 

Dreiern. 

Die einzige Ausnahme von der Losung des Dreier-Problems für 
den Fall N^ Gn + 3, in welchem 2w + 1 eine Primzahl ist, bei der 
eben besprochenen Methode bildet ^ = 9, d. h. w = 1, also der erste 
überhaupt auftretende FaU, wenn von dem trivialen N^S abgesehen 
wird. Hier ist jr = 2 die zugehörige primitive Wurzel für 3, aber 
weder sie noch eine andere g + 5, g + G erfüllen die Bedingung (a). 
Dieser Fall ist also besonders zu behandeln; wir haben ihn bereits 
oben (§ 140) erledigt, indem wir das zu JV= 9 gehörige Dreier- 
System aufstellten. 

§ 143. Die in den beiden letzten Paragraphen hergeleiteten 
Dreier - Systeme, mit Ausnahme des für N^^d erwähnten, sind 
cyclische. Diese Bezeichnung soll durch folgende Eigenschaften 

N(N— 1) 
bedingt werden. Bei N ^ Gn+l lassen sich alle — ^-r — ^ Dreier in 

n = — r — Reihen von je N Dreiern mit cyclischer Folge 

(a) a,6,c; a+1, &+1, c+1; . . . a + N-l,b +N-1, c + N-1 

einordnen. Bei N^6n + ^ giebt es n solcher cyclischen Folgen von 
je JV Dreiern und ausserdem eine cyclische Fo^e von (2n-f 1) Dreiern. 
Für derartige Systeme sind zwei Probleme von Wichtigkeit, 
welche Herr L. Heffter (1. c.) im Anschluss an die Differenzen- 
bildungen (y), (*) aus § 141 und (f), (g) aus § 142 aufgestellt 
und studirt hat. Er nennt das bü N= 6n + l anknüpfende Problem 
das Differenzenproblem I. Es folgt aus den nachstehenden Be- 
trachtungen: Seien 

^i; ^i; ^5 ^29 ^2; ^2? • • • ^«> ^»»; ^« 

die Anfangs -Dreier der Reihen (a) (wobei natürlich aUe Zahlen mod. 
6w4-l zu nehmen sind), so sind für jede zugehörige Reihe die drei 
Differenzen zwischen den drei in die Dreier eingehenden Zahlen bei 
irgendwie festgesetzter Folge stets dieselben, z. B. für die erste 
Reihe stets 

&i-%; <h-hf ötj — Ci. 

Macht man die negativen dieser Differenzen durch Hinzufügen 
von ißn + l) positiv, so ist die Summe der drei Zahlen stets = 
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mod. (6n + 1). Ausserdem darf weder dieselbe Differenz ein zweites 
Mal in einer anderen Reihe anfbreten^ noch auch ihre Ergänzni^ zu 
{6w + 1) — wofar wir kurz Supplementzahl sagen wollen — , da 
sonst gewisse Zablenpaare in den Dreiern nicht nur einmal; sondern 
mehrfach vorkamen. Umgekehrt erhalt man ein cyclisches Dreier- 
System^ sobald die 3n Differenzen den angegebenen Bedingungen 
gemäss ausgewählt sind. Da nun alle möglichen Differenzen zwischen 
den Zahlen 0, 1, 2, . . . 6w durch die Zahlen 1, 2, . . . 6n gegeben 
sind, so ist die cyclische Anordnung eines Dreier- Systems mit der 
Lösung des folgenden Problems, des Differenzenproblems I, äquivalent: 

I. Aus den Zahlen 1, 2, . . .6n sind 3n Zahlen in n Oruppen 
von je dreien zu vereinigen; so dass 

1. die Summe der drei stets =0 mod. (6n+l) ist, 

2. die 3n Zahlen aller Gruppen von einander verschie- 
den sind, 

3. nicht zwei der 3n Zahlen aller Gruppen sich zu 
(6n + 1) ergänzen. 

Ersetzt man alle Differenzen, die > 3n sind, durch ihre Supplement- 
"zahlen, so nimmt das Differenzenproblem die folgende Gestalt an: 

la. Die Zahlen 1, 2, . . . 3w sind so in n Gruppen von je 
dreien zu ordnen, dass bei jeder der Gruppen entweder die 
Summe der drei Zahlen — 6n + l ist, oder dass die eine der 
Zahlen gleich der Summe der beiden anderen ist. 

Will man umgekehrt eine Differenzenanordnung la zur Her- 
stellung eines Dreier- Systems benutzen, so kommt man folgender- 
massen zum Ziele. Es gebe die Zusammenfassung der Elemente 

die Gruppe einer Differenzenanordnung, dann ist 

0, X, z + l 

ein Dreier der zugehörigen Periode (a). Dies gilt, gleichgültig ob die 
drei Zahlen x, X, fi die erste oder die zweite Gruppenbedingung er- 
fOUen. — 

Wir wollen nun annehmen, die Zahlen 1, 2, . . . 3w seien ge- 
mäss la in n Gruppen getheilt, und unter ihnen seien Hq Gruppen, 
welche die erste Bedingung erfüllen, dass die Summe der 3 Zahlen 
gleich 6n + 1 ist; und n^ Gruppen, welche die zweite Bedingung er- 
füllen, dass die eine der Zahlen gleich der Summe der beiden anderen 
wird. Die Summe der Elemente, welche in jenen n^ Gruppen auf- 
treten, beträgt dann Wq(6w + 1). Sind die Elemente, welche in den 
% Gruppen auftreten, 

Xa, Xa, (la'^'^a + Xa (a = 1, 2, . . . W^), 
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so ist die Summe dieser Elemente 

2(f»i + fi2 + --- + ^0=22f*«- 

Da die zn vertheilendeu Elemente 1, 2, 3, . , . 3n sind, so ergiebt 
sich liierans 



no(ßn+l) + 2^fia = 



Bn{Sn + l) 



a=l 



^0 + ^ = W, 

woraus sofort ersichtlich wird, dass für n = 4g oder == 4g + 1 die 
Zahl Wo gerade, dagegen für w = 4g + 2 oder = 4g + 3 ungerade 
sein muss. Diese üeberlegung vereinfacht die experimentirende Auf- 
stellung von Diflferenzenanordnungen. So hat man z. B. f ür n « 4 
die Wahl zwischen Wq == oder = 2 oder = 4; demnach wird 

Wo = 0, Wi = 4; lii + fh+ (h+^4^^^] 

Wo = 2, ni -= 2; ft + fi^ =14; (6n+ 1 = 26 = 2V^ 

Wo = 4, Wi = 0. 

EQer scheidet aber der letzte Fall sofort aus; die beiden ersten geben 
dagegen eine ganze Beihe von Lösungen. 

Hat man für ein w das Differenzenproblem la mit Wq = gelöst, 
dann finde ich daraus eine Lösung auch für w' = 4w + 1; hei welcher 
auch das entsprechende Wq = ist. Dies geschieht folgendermassen: 
Alle Elemente, die in die Anordnung für w eingehen, werden ver- 
doppelt und so an Stelle der früheren in die Anordnung des Diffe- 
renzenproble9is eingefügt. Auch dann liefern sie eine Lösung für 
die Elemente 2, 4, 6, . . . 6w. Die übrigen Elemente fügen sich 
dann in Zusatzgruppen ein, wobei je eine Gruppe durch drei unter 
einander stehende Zahlen der folgenden Tabelle gebildet wird: 

1 , 3 , 5 ,... 6w~3, 6w-l, 6w + l, 
9w + 2, 9w + l, 9w ,... 6w + 4, 6w + 3, 6w + 2, 
9w -f 3, 9w + 4, 9w + 5, . . . 12w + 1, 12w + 2, 12w + 3. 

Es ist von Literesse, dass hierbei das Enthaltensein einer Diffe- 
renzenanordnung in einer anderen zu Tage tritt, wobei freilich die 
Elemente der enthaltenen Ordnung nicht die natürlichen Zahlen 1, 
2, . . . w, sondern die geraden Zahlen 2, 4, . . . 2w sind. 

Eine ganz ähnliche Gonstruction gilt für ein w' = 4w, wenn das 
Differenzenproblem la mit Wo «=• gelöst ist. Dabei verdoppelt man 
zuerst wieder, wie soeben, die Elemente, welche in die Anordnung 
für w eingehen, und setzt jedes 2 x an die Stelle von x in jener An- 

Ketto, Combinatorik. 15 
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Ordnung. Dadurcli erhalt man eine Losung des Problems für die 
Elemente 2, 4, 6, . . . 2n. Die übrigen Elemente fügen sich dann in 
die Zusatzgruppen ein; bei denen jede Oruppe ans drei unter ein- 
ander stehenden Zahlen gebildet wird: 

1 , 3 , 5 ,... 6n-5, 6n-3, 6n — 1, 

9w , 9n-l, 9n-2, ... 6w + 3, 6n + 2, 6n + l, 

9w + l, 9w + 2, 9w + 3, ... 12w-2, 12w-l, 12n . 

Diese liefern dann mit jenen zusammen eine vollständige Differenzen- 
anordnung. 

Gemäss diesen Regeln erhalt man z.B. aus w = l, N=l und 
der Anordnung 1, 2, 3 fiir w' = 4 die Differenzengruppai 



1, 3, 5,i2 




9, 8, 7,14 




10, 11, 12, : 6, 




und für m' = 5 die Differenzengruppen 




1, 3, 5, 7,:2 




11, 10, 9, 8,; 4 




12, 13, 14, 15, : 6. 




Es wäre hiernach interessant, zu wissen, ob es für jedes n 


= 4g und 


4^ + 1 Anordnungen giebt, für welche Ho = ist. 





§ 144. Das an N=Gn + S anknüpfende Problem nennt Herr 
Heffter das Differenzenproblem EL.*) Hat man N = 6n + S, 
so ist 

J^(J^ = (^*' + y"+^> =(2n+l)(3n + l) 

nicht durch N theilbar; eine cyclische Anordnung der Dreier eines 
Systems in Perioden von je N Dreiern ist daher hier nicht moglicL 
Man kann aber zunächst alle (6n + 3) Zahlenzweier mit der Differenz 
(2n + 1) zu (2n + 1) Dreiern vereinigen, indem man von der Gruppe 

(a) 0, 2w + 1, 4w + 2 

ausgeht und daraus durch cyclische Verschiebung der Zahlen 0, 1, 
2; . . . 6n + 1 andere 2w Dreier ableitet. Bei der (2n + 1)^^ Schiebung 
würde natürlich der Ausgangsdreier (a) wieder erscheinen. 

In Bezug auf die übrigen Qn Differenzen ist dann auf Grrund 
genau derselben TJeberlegungen wie im vorigen Paragraphen das 
Differenzenproblem 11 zu lösen: 

♦) L. c. § 4. 
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n. Ans den Zahlen 

0, 1, 2, . . . 2w, 2w + 2, . . . 4w + 1, 4w + 3, . . . 6w + 2 
sind n Gruppen von je dreien zu wählen^ so dass 

1. die Summe der drei stets =0 (mod. 6w + 3) ist, 

2. die 3w Zahlen aller Gruppen von einander ver- 
schieden sind, 

3. nicht zwei der 3w Zahlen aller Gruppen sich zu 
(6w + 3) ergänzen. 

Ersetzt man wieder alle Zahlen, die >3n + 1 sind, durch ihre 
Supplementzahlen in Bezug auf (6n + 3), so erhält man die ein- 
fachere Fassung desselben Problems: 

Ha. Die Zahlen 1, 2, . . . 2w, 2w + 2, . . . 3w + 1 sind so in 
n Gruppen von je dreien zu ordnen, dass bei jeder Gruppe 
entweder die Summe der drei Zahlen =6w + 3, oder dass 
die eine der beiden Zahlen gleich der Summe der beiden 
anderen ist. 

Bei gleichen Bezeichnungen wie im vorigen Paragraphen er- 
halt man m 

»„(6» + 3) + 2^,.« = ^^(^, 

a = l 
^0 + ^ =^> 

woraus sofort ersichtiich wird, dass für w = 4g oder (42 — 1) die 
Zahl Wo gerade, dagegen für w = 4^ + 1 oder 42 + 2 ungerade sein 
muss. 

Für w = 1 ist das Problem nicht lösbar (vgl. § 141, Schluss). 

Ist n = 2] N=15, so muss Wq=Wi = 1 werden, also ergiebt sich 

15 + 2^1 = 23; ^ = 4, 

und da 4 nur auf eine Art aus 1, 2, 3, 4, 6, 7 hergestellt werden kann, 
die einzige Lösung des Differenzenproblems 

1, 3, 4; 2, 6, ?. 
Ist w = 4, so kann eintreten 

Wo =- 0,^1 = 4; f*i + (i2 + f^8 + f*4 = 41; (jyr=27) 
Wo = 2, Wi = 2; f*i + ftj = 14; 

Jeder dieser beiden Fälle liefert sofort eine ganze Reihe von Lösungen 
Wir geben für die beiden Fälle je eine an: 

Wo = Wo = 2 
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2, 


3, 


6, 


1, 


5 


4, 


7, 


4, 


10, 


8, 


7, 


2, 
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10, 


8, 


5, 


12, 


11, 
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3, 


11 


13, 


12. 
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Breier- Systeme. — Bas Eirkmann'sclie Breler-Problem. 

§ 145. Zu dem Steiner'schen Dreier- Systeme für N= 7 hat 
A. Cayley folgende Bemerkungen gemacht.*) 

Es giebt^ abgesehen von Transformationen^ nur ein einziges 
Dreier-System fär N= 7 (vgl. § 140), nämlich, wenn 1, 2, ... 6, 7 
die Elemente sind, 

(«) 123; 145; 167; 246; 257; 347; 356. 

Unter den transformirten Systemen haben 6 den Dreier 123; es 
sind diejenigen, welche aus (a) durch die 6 Permutationen der Ele- 
mente 123 unter einander entstehen. 

Zwischen 1, 2, ... 6, 7 giebt es im Ganzen 35 Dreier; Cayley 
fragt, ob diese sich in 5 Systeme von je 7 Dreiern eintheilen lassen, 
so dass in jedem Systeme jeder Zweier ein und nur einmal auftritt? 
Wir gehen von (a) aus und bestimmen alle Dreier- Systeme, welche 
den Dreier 124 enthalten: 



124 


135 


167 


, 236 


, 257 


347; 


456 


124 


135 


, 167; 


237; 


256; 


346; 


45 7. 


124 


, 136 


; 157 


,. 235 


267 


847; 


456. 


iß) 124 


136 


, 157 


, 237 


256; 


345; 


46 7. 


(ßi) 124; 


13 7; 


156; 


235; 


267; 


346; 


457 


124 


; 137 


; 156 


; 236 


, 257 


; 345; 


467 



You diesen Dreier -Systemen sind die drei ersten und das letzte aas- 
zuschalten, da sie ja mit {u) Dreier gemeinsam haben; es sind die 
fett gedruckten. Bei der von Cayley untersuchten Anordnung kann 
also nur (a), (ß) oder («),* (ß^ zusammen auftreten. 

Wir versuchen nxm mit einem dieser beiden Paare noch eins der 
Dreier- Systeme zu verbinden, in welchen 125 vorkommt. Dies 
sind die fönenden sechs: 

236; 
237; 
234; 
237; 
234; 
236: 



(y) 



(n) 



125 
125 
125 
125 
125 
125 



134 
134 
136 
136 
137 
137 



167 
167 

147 
147 
146 
146 



247 


, 357 


; 456. 


246 


356 


; 45 7. 


267 


357 


; 456. 


246 


; 345 


; 56 7. 


267 


356 


; 45 7. 


247; 


345 


567. 



*) Papers I, p. 481 = Phil. Magaz. 37 (1860) p. 50. 
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Die fett gedruckten Dreier kommen in (a) vor; die enthaltenden 
Systeme sind folgKch nicht zn benutzen. Femer hat (y) mit (ß) 
und (ßj) bezw. die Dreier 136 und 26 7 gemeinsam; folglich ist 
auch (y) zu verwerfen; und das Gleiche gilt endlich auch von (y^), 
da dieses System mit {ß) und (ß^) bezw. 345 und 13 7 gemein hat. 
Danach beantwortet Cayley die von ihm aufgeworfene Frage dahin, 
dass es unmöglich sei, die 35 Dreier in 5 Steiner'sche Dreier -Systeme 
zu vertheilen. 

§ 146. Während dieses von Cayley behandelte Problem eine 
Zusammenfassung von Dreier- Systemen ins Auge fasst, richtet sich 
eine andere von Kirkmann*) angeregte Untersuchung auf eine ge- 
wisse Art von Zerfallung eines Dreier -Systems von (6w + 3) Ele- 
menten. Es sollen nämlich die (^^ + y^ + ^) = (2n + 1) (3w -|- 1) 

Dreier des Systems so in (3w + 1) Gruppen von je (2n + 1) 
Dreiern getheilt werden, dass in jeder der Gruppen alle 
(6n -f 3) Elemente auftreten und natürlich ein jedes nur ein 
einziges Mal. Kirkmann kleidet diese Aufgabe für den Fall n = 2 
so ein: 15 Pensionsmädchen gehen jeden Tag mit einander 
spazieren hinter einander in 5 Reihen von je 3; wie sind 
die Anordnungen zu treffen, wenn im Laufe einer Woche 
jedes Mädchen gerade einmal mit jedem anderen in einer 
Reihe zusammen gehen soll? 

Wir wollen das Problem im allgemeinen Falle als das Kirk- 
mann'sche Dreier-Problem und die einzelnen Gruppen als Kirk- 
mann'sche Gruppen bezeichnen. 

Es ist hier sofort ersichtlich, dass eine jede Losung des 
Kirkmann'schen Dreier-Problems durch Zusammenfassung aller zu- 
gehörigen Gruppen eine Lösung des Steiner'schen Dreier-Problems 
liefert. Es ist aber umgekehrt nicht ohne Weiteres klar, ob jedes 
System der letzten Art eine Eintheilung in Gruppen zulässt, wie das 
Kirkmann'sche Problem sie fordert. Jedenfalls kommen nur die 
Zahlen ^=6w-j-3 in Frage, da jV=6w+l keine Eintheilung 

zu je 3 Elementen zulässt. Für N=6n + 3 müssten sich die —^ — - 

Steiner'schen Dreier in — ^ — Kirkmann'sche Gruppen ordnen. 

Für w=l, ^=9 giebt es nur ein Dreier -System (§ 140), 
welches wir etwa 

123, 456, 789; 
,. 147, 258, 369; 
^"^ 159, 267, 348; 
168, 249, 357 



*) Cambridge and Dublin Math. Joum. 6 (1860) p. 260. 
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sclireiben. Sucht man dies als Kirkmann'sches System in Gmppen 
zu zerlegen; dann zeigt sich sogleich^ dass es nur auf die eine Art 
möglich ist; bei welcher die drei Dreier einer jeden Zeile zu einer 
Ghnippe zusammengefasst werden. 

Durch Permutation der Elemente 1; 2; ... 8; 9 kann man aus 
diesem Dreier -System andere herleiten. Die Anzahl der Permu- 

9! 

tationen betragt 91; von diesen sind aber nur — verschieden, wenn r 

angiebt; wie viel Permutationen das System (a) in sich selbst trans- 
formiren. 

Diese Anzahl r wollen wir zu bestimmen suchen. Zunächst ist 
es klar, dass, wenn eine der verlangten Permutationen zwei der 
Elemente 1, 2, ... 9 nicht umsetzt, sie auch dasjenige dritte, welches 
mit ihnen zu einem Dreier zusammentritt, nicht bewegen kann. 
Wenn z. B. die Elemente 2 und 5 fest bleiben, dann bleibt 8 fest. Es 
kommen daher keine Permutationen vor, die nur genau 7 Ele- 
mente umstellen. Wenn femer eine Permutation besiÄnde, die ausser 
den 3 Elementen eines Dreiers, etwa a, &, c, noch ein viertes Ele- 
ment d fest hielte, dann müsste zu jedem der Zweier ad, &d, cd je 
ein neues Dreier-Element treten, welches auch fest bliebe; also würde 
die Permutation sicher 7 Elemente nicht ändern. Dann erkennt man 
aber leicht, dass die beiden letzten Elemente, welche nur eine Trans- 
position erleiden dürften, auch nicht unter sich vertauscht werden 
können. Es giebt also, ausser der identischen Permutation, keine 
Permutation der Elemente, welche 4 oder mehr Elemente fest halt 
und dabei (a) in sich selbst umwandelt. 

Es giebt somit nur 4 Sorten von Permutationen, die ein Dreier- 
System von 9 Elementen nicht ändern: 

L solche, die alle 9 Elemente umstellen; 
n. solche, die genau 8 Elemente umstellen; 
m. solche, die genau 6 Elemente umstellen; 
IV. die identische Permutation 1. 

Wir wollen diese Permutationen, und zwar zunächst die der 
dritten Sorte bestimmen. Sind 1, 2, 3 die fest bleibenden Elemente, 
so werden, wie man leicht sieht, jedenfalls die folgenden nach der 
Weise der Substitutionentheorie cyclisch geschriebenen Permuta- 
tionen*): 

. (456)(798), (465)(789), 

^^ (47)(69)(58), (48)(59)(67), (49)(57)(68) 

das Schema (a) nicht ändern. Zugleich sind dies, wie wir zeigen 
wollen, die einzigen mit den Elementen 4, 5, ... 8, 9, bei denen eine 

*) E. Netto, Substitutionentheorie, p. 20 flg. 
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Aendenmg von (a) nicht stattfindet Denn käme z. B. noch eine 
Permutation von gleicher Eigenschaft zwischen den Elementen 4, 5, . . . 
8, 9 vor, dann würde sie etwa auf 4 auch 5 folgen lassen. Wendet 
man aber zuerst sie und dann (4 6 5) (7 8 9) an, so bliebe ausser 
1, 2; 3 auch 4 ungeandert. Das geht aber nicht. 

Aus (j3) lassen sich nun nach einem Satze der Substitutionen- 
theorie alle Anzahlen, die uns interessiren, ausrechnen.*) Wir be- 
zeichnen die Substitutionengruppe der Elemente 1, 2, 3, . . . 9, welche 
(a) nicht ändert, mit G] die aus 2, 3, ... 9 von gleicher Eigenschaft 
mit Gl] und die aus 4, 5, 6, ... 9 von gleicher Eigenschaft mit G^. 
Femer sei die Anzahl der Substitutionen in GyG^^G^y welche genau 
X Elemente umsetzen, bezw. durch [x], [xj^ und [xjg bezeichnet. 
Dann ist nach dem erwähnten Satze der Substitutionentheorie 

[8]x = 8(|[61 + |[0i) = 4.5 + 7 = 27. 

Da femer die (j3) sich allein auf die erste Zeile von (a) beziehen, 
so erhält man fär die drei anderen Zeilen ümerhalb G^ noch 15 
andere Substitutionen aus 6 Elementen, nämlich fär die zweite Zeile 

(258)(369), (285)(396), 

(23)(56)(89), (26)(38)(59), (2 9) (3 5) (6 8), 

u. 8. f. In allen diesen fehlt das Element 1. Demnach wird 

[61 = 20. 
Femer ergiebt sich nach dem angeführten Satze 

[9] = 9(|[61 + i[0l) = 6 . 20 + 8 = 128, 

und offenbar wird 

[8] = 9 [8], = 243, 
[6] = 3. [61 = 60, 
r = [9] + [8] + [6] + [0] = 128 + 243 + 60 + 1 = 432 
= 9(9-l)(9-3), 

wie dies mit der allgemeinen Theorie**) übereinstimmt. 
Man kann daher aus {a) 

verschiedene Kirkmann'sche Systeme herstellen. Dies ist die An- 
zahl aller für N^ 9 möglichen Systeme. Die 9 Schulmädchen können 
ihre Spazier^nge also 840 Wochen wiederholen, ohne dass die gleiche 
Vertheilung stattzufinden braucht. 



*) Ibid. p. 70 und 71. 
♦*) L. c. p. 227 flg. 
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§ 147. Die entsprechende Frage für w — 2, ^ = 15 ist noch 
nicht erledigt. Es würde dab^ anf Folgendes hinauskommen. 

Zunächst müssten sämmtliche St einer 'sehen Dreier-Systeme 
aufgestellt werden. 

Dann handelte es sich damm^ ein jedes auf alle möglichen Arten 
in Kirkmann'sche Systeme zu zerlegen. 

Endlich müsste festgestellt werden, für wie viele Permutationen 
jedes Kirkmann'sche System in sich übergeht. 

Wir gehen von dem folgenden cyclischen Steiner'schen System 
aus, auf dessen Bildung die Vorschrift von § 142 mit der Wahl der 
primitiven Wurzel für 5 nicht passt, während es sofort aus dem 
Dififerenzenproblem IIa hervorgehi 



(«) 



1 4 


02 8 


1 25 


1 3 9 


2 36 


2 410 


13142 


130 6 


14 3 


141 7 



0510 
1611 
2712 
3813 
4914 



Diese 35 Dreier lassen sich nim auf maunig&che Art in Kirkmann- 
sche Gruppen zerlegen. Wir föliren nur die folgenden Arten an, bei 
denen jede Zeile ein Eirkmann'sches System bUdet: 



IL 



14 


21314 


3 5 11 


6 7 10 


8 9 12 


2 8 


1 7 14 


31012 


41113 


5 6 9 


3 14 


1 8 10 


2 9 11 


4 6 12 


5 7 13 


5 10 


1 6 11 


2 7 12 


3 8 13 


4 9 14 


7 9 


11213 


2 3 6 


4 5 8 


10 11 14 


6 13 


1 3 9 


2 4 10 


51214 


7 8 11 


01112 


12 5 


3 4 7 


6 8 14 


9 1013 


14 


2 9 11 


31012 


5 7 13 


6 8 14 


2 8 


11213 


3 4 7 


5 6 9 


10 11 14 


3 14 


1 2 5 


4 6 12 


7 8 11 


9 1013 


5 10 


1 6 11 


2 7 12 


3 8 13 


4 9 14 


6 13 


1 7 14 


2 4 10 


3 5 11 


8 9 12 


7 9 


1 8 10 


2 3 6 


41113 


5 1214 


01112 


21314 


4 5 8 


13 9 


6 7 10 



Eirkmann'sches Dreier -System für ^=16. 
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m. 



IV. 



14 


2 3 6 


51214 


7 8 11 


9 1013 


2 8 


13 9 


4 6 12 


5 7 13 


101114 


3 14 


1 2 5 


41113 


6 7 10 


8 9 12 


5 10 


1 6 11 


2 7 12 


3 8 13 


4 9 14 


6 13 


1 7 14 


2 9 11 


31012 


4 5 8 


7 9 


11213 


2 4 10 


3 5 11 


6 8 14 


01112 


1 3 10 


21314 


3 4 7 


5 6 9 


14 


2 3 6 


6 7 13 


8 9 12 


101114 


2 8 


13 9 


41113 


51214 


6 7 10 


3 14 


11213 


2 4 10 


5 6 9 


7 8 11 


5 10 


1 7 14 


2 9 11 


3 8 13 


4 6 12 


6 13 


1 8 10 


2 7 12 


3 5 11 


4 9 14 


7 9 


1 6 11 


21314 


31012 


4 5 8 


01112 


12 5 


3 4 7 


6 8 14 


9 1013. 



In I, n, ni sind die Dreier der letzten Spalte von (a) zusammen- 
geblieben; in rV sind sie auf verschiedene Gruppen vertheilt. Aus IQ 
entsteht eine neue Ghnippirung^ wenn man die dritte^ fOnfte und 
sechste Zeile durch die folgenden ersetzt: 



0314 


11213 


2 9 11 


4 5 8 


6 710 


0613 


1 7 14 


2 4 10 


3 5 11 


8912 


07 9 


1 2 5 


31012 


41113 


6814. 



Wie man sieht) sind ganz verschiedenartig gebaute Gruppirungen 
möglich; beim Probiren scheint es sich zu zeigen^ dass die Anzahl 
der vorhandenen recht bedeutend sein wird. Es ist aber noch nichts 
über die Menge derer bekannt^ welche sich unter allen vorhandenen 
nicht in einander transformiren lassen und also wesentlich verschiedene 
Formationen ergeben. 

Es möge noch •erwähnt werden, dass hier bei ^=15 nicht 
jedes Steiner'sche Dreier-System eine Eintheilung in Kirk- 
mann'sche Gruppen erlaubt. Bei dem Systeme, welches nach der 
Vorschrift von § 142 mit g = 1 construirt worden ist, 



(ß) 



14 


02 9 


1 25 


1 310 


2 36 


2 411 


13142 


13 7 


140 3 


14 1 8 



0510 
1611 
2 712 
3813 
4914 
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ist keine solche Anordnung möglich. Man überzeugt sich davon^ 
wenn man versucht, 014 in eine solche Ghruppirung einzuordnen; es 
giebt nur eine einzige, nämlich 

014, 2712, 3813, 569, 101114; 

eine weitere Gruppe von fünf Dreiern, welche etwa 11 12 enthielte, 
giebt es dann aber nicht, da die unter allen (ß) mit 11 12 mögliche 

01112, 125, 3813, 4914, 6710 

mit der soeben angegebenen den Dreier 3813 gemeinsam hätte. 

§ 148. Wir übergehen eine Reihe von Methoden, mit deren 
Hülfe es möglich ist, Kirkmann'sche Ghnippen für 15, für 15 • 3% 
für 3*, für (2*"— 1) Elemente zu construiren, und verweisen für 
diese und ähnliche Fragen auf die interessante Darstellung von. 
W. Ahrens: „Mathematische Unterhaltungen und Spiele^ Leipzig, 
Teubner, 1901, Cap. XTV, wo sich auch vollständige Litteraturangaben 
finden. 

Wir wollen mit der Darstellung einer Methode zur Herstellung 
Kirkmann'scher Grruppen von m • n Elementen schliessen unter der 
Annahme, dass solche Gruppen für m und für n Elemente bekannt 
sind. Diese Methode ist eine Verallgemeinerung der von Walecki 
bei w = 3 angegebenen.*) 

Die Elemente bezeichnen wir mit 

(a) a^cx (h = 1, 2, . . . m; X = 1, 2, . . . n) 

und construiren zunächst die — g— Kirkmann'schen Gruppen der 
Elemente A = 1, 2, . . . n. Die Dreier der Gruppen mögen mit l^, l^, 
h'y h)hfh'^ ' ' ' bezeichnet werden. Dann geben auch 

cf'xh} ^xia> ^xJ«; ^xi«; ^xhy (^xk]*** 

für X = 1, 2, ... w je -^— Kirkmann'sche Gruppen der n Elemente 
(f'xi, (^x2} . . . ctxn] TMid lässt man x alle seine Werthe 1, 2, ... w durch- 
laufen, so erhält man — g— Kirkmann'sche Gruppen aller mn Ele- 
mente (a). Diese bilden eine erste Sorte von Gruppen. In ihnen 
kommen alle Elemente mit gleichem ersten Index zu Zweiem ver- 
bunden vor und jeder Zweier nur einmal. 

Zweitens bilden wir die Kirkmann'schen Ghruppen der Elemente 
x = l,2, ...m. Die Dreier der Gruppen mögen durch \, k^, Jc^] 

*) Vgl. ]fi. Lucas, R^cr^ations ü, p, 189. 
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\} Ä5, \'^ ... bezeiclmet werden. Dieser Anordnung entsprechend 
sclireiben wir alle Elemente (a) in den drei Zeilen 

öt*„i a*„2 ... a*„n; öt*„i . • 

nieder nnd bilden aus ihnen folgende Kirkmann'sche Gruppen, bei 
denen wir der bequemeren Schreibweise halber nur die Indices der 
Elemente aufschreiben wollen; zuiulchst stellen wir auf 

(All, Z^l, &,!);... (*!«, Äg«, Äj «);...; (Ä^l, Ä5 1, igl),... 

Hier sind also je drei unter einander stehende Elemente von (j3) in 
einem Dreier vereinigt worden. Femer bUden wir, indem wir die 
zweite und die dritte Zeile von (j3) cyclisch in sich verschieben und 
dann wieder unter einander stehende Elemente in Dreier vereinigen, 



(*! 1, \ 2, ig 3); ...(*! a, \ a+1, \a+2y, . . 
(Äi 1, \ 3, Äj 5); . . . (Äi a, Ä^ a-f 2, ig a+4); . . . 
(Ä:i 1, ÄJj 4, ig 7) ; . . . (Äi a , Z^ a + 3, A3 a + 6) ; . . . 



(ÄJ4I, Ä^2, ÄJß3) 

("'i 1; ^ ^i "'S ^) 
(ÄJ^ 1, ^5 O, ÄJß O) 



Dadurch wird jedes Element von a^^ ^ mit jedem von ajt^ a und a;^ * 
verbunden; ebenso jedes von a^^^ mit jedem von ai^^a tmd a*,*, 
Tl. s. w. 

So erhalt man n Kirkmann'sche Gruppen fiir die Elemente (a). 

Führt man dasselbe für alle Ghruppen durch, die sich auf die 

Anordnungen der x beziehen und deren Anzahl 7" ist, so entstehen 

n I" Gruppen der zweiten Sorte. Durch sie werden in den Dreiern 

alle Elemente mit verschiedenem ersten Index auf alle nothwendigen 
Arten zu Zweiem verbunden. Die Gruppen erster und zweiter Sorte 
geben die gesuchten Gruppen für m . n Elemente. In der That ist 
auch ihre Anzahl gleich 



n — 1 , w -1 mn— 1 
-IT- + W-^- = — S— ' 



wie dies sein muss. 
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Capitel 12. 
Anwendnngeii der Comblnatorik. 

§ 149. Die geschichtliclie Entwickelimg der Combinatorik weist 
auf eins der wichtigsten Gebiete in den Anwendungen dieses Zweiges 
der mathematischen Wissenschaften hin^ auf die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Denn die elementaren Theile der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung fordern fast ausschliesslich die Lösung combinatorischer 
Anzahl-Bestimmungen^ da ja in jenen Problemen stets das Yerhältniss 
gesucht wird, in dem zwei Combinations -Möglichkeiten zu einander 
stehen. So kommt die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, mit zwei 
Würfehi einen Pasch zu werfen, auf die Beantwortung der beiden 
Fragen hinaus: Wie gross ist die Anzahl der Variationen von sechs 
Elementen zur zweiten Classe mit Wiederholungen? und ohne Wieder- 
holungen? So führt die Frage nach der Wahrscheinlichkeit, mit 
zwei Würfehi die Augenzahl 7 zu werfen, auf ein Problem der 
Variationen zu bestimmter Summe. 

Wie G. S. Klügel angiebt, löste J. Buteo (Boteo, Butens, 
Buteon, Bateon) 1485—1560 oder 1489—1564 in seiner „Logistica'' 
1559 die Aufgabe, alle verschiedenen mit vier Würfehi möglichen 
Würfe zu finden. Im Briefwechsel von Pascal und Fermat finden 
wir mehrfach Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche auf 
combinatorische Untersuchungen hinauslaufen.*) Jakob Bernoulli 
widmete den zweiten Theil seiner „ars conjectandi" (1713) ganz der 
Permutations- und Combinations -Lehre; er, welcher den ersten Schritt 
zur Vertiefung der Wahrscheinlichkeitsrechnung that und sie aus 
einer blossen Sammlung von Anwendungen der Combinatorik zu einer 
selbstständigen Wissenschaft machte.**) 

Es ist naturgemäss, dass bei so innigem Ineinandergreifen jede 
dei* beiden Disciplinen fördernd und befruchtend auf die andere ein- 
wirkte. Für die Combinatorik äusserte sich dies besonders in der 
Stellung von Problemen. 

§ 150, In ähnlicher Weise wirkte die rein formale Algebra 
auf die Combinatorik ein, aber hieraus entsprang, man darf wohl 
sagen, eine Krisis für die Combinatorik. In der Meinung befangen, 
dass die formale Darstellung z. B. eines Productes von Polynomen 
oder der Umkehrung einer gegebenen Reihe das Wesentliche sei. 



*) Fermat: Oeuvres IT, p. 288, 289; 310. 

**) Ich verweise auf die Darstellung des Herrn B. Haussner in Ostwald's 
Classikem: J. Bernoulli's Wahrscheinlichkeitsrechnung I. u. IT., p. 134 flg. 
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welches bei jener Multiplication oder dieser Reihenumkehnmg ge- 
fordert werde, beschäftigten sich um die Wende des 18. Jahrhunderts 
die Combinatoriker^ unter denen Hindenburg die angesehenste 
Stellung einnahm, vorzüglich mit Vorschriften über die Ausführung 
der combinatorischen Operationen. Einige der gegebenen Regeln 
haben wir im ersten Capitel erwähnt und gestreift, um ihren Charakter 
anzudeuten. Wir halten dies für ausreichend und fügen nur noch 
hinzu, dass die combinatorische Schule eine Reihe von Bezeichnungen 
ersonnen hatte, die einer ihrer Anhänger „eine bei aller ihrer Schön- 
heit complicirte Charakteristik'' nannte*), und dem man im letzten 
Punkte beistimmen muss. Ganz unübersichtlich wurde die Bezeich- 
nung dadurch, dass sie die im 18. Jahrhundert beliebte Art, durch 
die alphabetische Folge von Buchstaben die Zahlenordnung anzugeben, 
nicht ablegte. So bedeutete z. B. 

die Gewichte der Ausdrücke 

wie wir sie jetzt schreiben, wurden durch 

aa=l; ia^=2, ba6=3, 66^=4; ca8=3, ca«6=4, ca6«=5, c6«=6;... 

angegeben, u. s. f. Die Coefficienten einer nach steigenden Potenzen 
einer Variablen geordneten Function wurden durch besondere „Local- 
zeichen'' angedeutet. Darauf kommen wir in § 152 zurück. 

Wir müssen für weitere Angaben auf die früher (S. 2 u. 6) an- 
gegebenen Schriften verweisen. 

§ 151. Von den formal-algebraischen Anwendungen der Com- 
binatorik heben wir die Lösung folgender Aufgabe heraus: es ist 

m 

YJiflxo + axix + ax2X^ + ax^ar^ -\ h axnX'') 

nach Potenzen von x anzuordnen. Offenbar erhält man 

=^ ^""^ ö^ia,, a2a, . . . a„,a„^, (of^ + a, + • • • + a^= h), 

so dass es sich also nur darum handelt, die Variationen- Complexe 

0"[J'x;O,l,...w] 

zu bilden, sie als die in der vorstehenden Summe bezeichneten 
^v ^2> ' ' • ^rn aufzufassen imd als Indices- Folgen hinzuschreiben. 

*) J. A. Grunert, Supplemente zu BQügels Wörterbuch, Leipzig 1833; erste 
Abtheil. p. 410. 
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Ein besonderer Fall dieses Multiplications- Theorems ist der 
polynomische Lehrsatz^ der aus ihm durch Gleichsetzung der 
Factoren entsteht. Wir haben ihn (Capitel 2) ausführlich besprochen. 
Für n = l erhalten wir den binomischen Lehrsatz. 

Auf die Durchführung der Division 

(«0 + 01^; + a^x^ + • • -(^o + h^ + *2^* + '") 

auf combinatorischem Wege gehen wir nicht ein, da der Quotient 
sehr bequem mit Hülfe von Determinanten in der Gestalt 



-2 

2 = 0,.. 



bl+' 



ax ii 


h. 


. 62 _i ix 


ax-i h 


h- 


■ • h-t Jx-i 


ax-i 


h- 


. &i-J &i-8 


Ol 


. 


. . h h 


o« 


. 


. 5„ 



darstellbar ist. Die Richtigkeit ergiebt sich leicht, wenn man die 
Summe mit dem Divisor multiplicirt und das Product nach Potenzen 
von X ordnet. Entwickelt man dann das Glied, welches im Nenaer 
die höchste Potenz von b^ hat, nach den Elementen der zweiten 
Spalte der Determinante, dann folgt sofort das Resultat. 

An die Potenzerhebung eines Polynoms schliesst sich das Sub- 
stitutions-Problem an: In der Reihe 

f(x) = aQ + a^x + a^x^ + a^x^ + • • • 

soll die Variable x durch die Reihe 

oc = io + hy + hy^ + \y^ + • • • 

ersetzt und das Substitutionsresultat nach Potenzen von y 
angeordnet werden. Seine Behandlung bietet nichts principiell 
Wichtiges dar. Offenbar kann man weiter die Substitution fordern 

y = Co + q^ + Cg^^ + Cg^* + • • • 



§ 152. Bei der Aufgabe der Umkehrung einer Reihe 
müssen wir etwas verweilen. Es handelt sich um Folgendes. Ge- 
geben ist die Reihe 



(1) y = aQOf + a^x^^^ + a2X"+^^ + a^x'+^^ + • 



(a>0) 



es soll hieraus umgekehrt x^ nach steigenden Potenzen von y ent- 
wickelt werden. 



Umkehrung von Eeihen. 
Bilden wir nach dem polynomischen Lehrsatze 



y " = 
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und mnltipliciren diese Gleichungen der Reihe nach mit h^, \, b^, ^s? • • « 
so entsteht 

falls die 6 durch folgende Gleichungen bestimmt werden 
(3) 6oA2 + &i^ii + 62^0 = 



Hieraus kann man recurrent bo^ii^ii, * ' > berechnen. Mit Hülfe 
einer Determinante lässt sich 6^ aiich independent durch die -4.^^ 
darstellen. Man findet hierbei 



(4) 



-4v,l -4y->l,2 

-4.y,o -^v— 1,1 

A-1.0 




-a.l,v— 1 -4o,v 
-4l,v— 2 -4o,v— 1 
-4i,y-_8 -4o,v__2 



... ^1.0 Ai 

An die Auflösung des Systems (3) knüpfen wir die Ableitung 
eines von H. A. RothiB gegebenen interessanten Satzes.*) Diese Ge- 
legenheit wollen wir benutzen, um an einem Beispiele die Art der 
combinatorischen Bezeichnungen durch Localzeichen zu veranschau- 
lichen. 

Ist p eine B>eihe, die nach steigenden Potenzen einer Grösse 
fortschreitet, so bezeichnet man mit dem Localzeichen 

pt(n) 
das n*® Glied dieser B^ihe und mit 



*) Formnlae de Berierum reversione demonstratio nniversalis signifl localibus 
combinatorio-analyticorum vicariis exhibita. Lips. 1793, p. 11. 
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px(n) 

den Coefficienten des n"^^ Gliedes dieser Reihe. Es ist also bei der 
Einführung (1) fttr p 

y = yi;(l) + 3/r(2) + j/t(3) + ... 
= yxll) af" + yx(2)c(f'+^ + yx{B)af+^^ + • • •; 
femer hat man ^ 

AiQ = y''x(Q + l) 



Wir stellen ßeductionsgleichungen her, welche (3) ersetzen sollen. 

Es ist 

y_ y+<^ y+8<^ y. y4-^ 

x' =aj^xl.y" + ^^x2.y " +x'x^^y " + 1^ +\y "" +-.., 

Y±d y+2tf y+f y+8<y 

Y+26 y+ad y+S<f 

Dies tragen wir in die durch den polynomischen Satz erhaltene 
Gleichung 

y"^ = y"^xl . ^^+3/^«2 . a:^+^ + /x3 . a;^+'^ + ... 
ein und erhalten 



'==\y''xl^x'xl)y^ 

+ 

(X X L \ IL 



(X X \ y+^ 

y+8^ 



+ •••, 
woraus dann folgt, wenn man die Coefficienten vergleicht, 
_y 

X X 

(3a) 6^. 3/^1 + 6;.!/" «2 = 0, 

XXX 
6^ • y" «1 + 6; • y"x2 + &;' . y"x3 = 0, 



Ableitung einer Hülfsfonnel. 341 

Um diese Gleichungen bequem losen zu können, stellen wir 
ztmachst eine Hülfsformel auf. Es ist bei beliebigen Exponenten f 
und g 

„.d( y^ \^,^ y^+' , f ^o^a d ( yf+' \ 

wie die Differentiation sofort zeigt Führt man die Entwickelongen 
y9 = ytxl • af' + y'x2 • ««»+* + y'xS • a5«'+»' -\ — , 

* + uyf+' x3 • af9+«+iS-i + . . .^ 

f+9 dx\a^y+t)) - f+gV KZ Off f 

+ y^y^+» «3 • rc««'+«+«'-i + . • . 

in die letzte Gleichtue ein und bestimmt die Coefficieuten gleicher 
Potenzen Ton x anf beiden Seiten, dann folgt 

ayfxl •y»x(M + l) + {tt + S)yfx2 -y'xn 

+ (a + 2*)y/x3.y»x(n-l)+--- 

(6) •• +(0 + 110) yfx(n + l)- y'xl 

Hierin bedeutet y eine Reihe, die nach den Potenzen 

af, af'+^, af+^^, . . . 

fortschreitet. Setzen wir also statt y ein. y", so ist a in y zu ver- 
wandeln, während d ungeändert bleibt (S. 239, Z. 2). Weiter sei /*= 1 

y-fnd 

und g = ■— ^ 7 d. h. wir setzen statt y^ ein. y " . Dabei wird 

<n9) + ndf zu y(l-y±^) + w(y = 
und es entsteht die gewünschte Relation 

yy'^Kl'y " x(w + l) + (y + (y)y"x2 • y " xn 

C^) +(y + 2(y)y"x3.y " x(w-l) + ... 

y, y+«J 

+ (y+««)yMti+i)-y " xl=-0. 

Netto, Oombinatorik. 16 
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Nun liefert die erste Gleichung von (3 a) sofort 

y"xl 

und daraus erkennt man bei Umwandlung von yiny + *, y+2*, :.. 

Setzt man den Werth von h^ in die zweite der Gleichungen (3 a) ein 
und vergleicht damit (7) fOr n=»l, so folgt \ und daraus bei Um- 
wandlung von y in y + *, y + 2*, . . . weiter fe^, fti', ... in der Form 

^1 y+3d^ X^, ... 

Die Werthe fOr &^^ &([ triigt man in die dritte Gleichung (3a) ein, 

vergleicht man dies mit dem aus (7) für w =» 2 entstehenden 

y_ _y±?i X y+8<y 

ry'^xl'y " x3+(y+%"x2.y " x2 

+ (y + 2d)y%3.y " xl = 0, 
so folgt als entsprechendes Resultat 

und ebenso weiter fär höhere Indices 

&s = ^y " x4;...6„=^y " x(n+l). 

Dies ergiebt den merkwürdigen Satz: Der (n + 1)*® Coefficient in (2) 
ist gleich dem Producte aus ^ ^ in den (n+1)*®^ Coeffi- 

cienten der Entwickelung von y " . Dadurch ist eine in- 
4ependente Form der XJmkehrung von Reihen gegeben. 
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Auf weitere Gomplicationen der besprochenen Aufgabe wollen 
wir nicht eingehen. Es würden dahin z. B. die Behandlang von 

«0^ + Ox^-^^ + 0^0^+** + • • • = &o»^ + &i9^+* + 6^^^+** + • • • 

nnd auch die Frage nach der Behandlung von (1) in dem Falle a » 
zu rechnen sein. Ebenso würde hierher die Anwendung der Combi* 
natörik auf die Lagrange 'sehe Becorsionsformel gehören.*) 

§ 153, Auf ein weites Gebiet sind wir bei unseren Darlegungen 
über die Gombinatorik nicht eingegangen^ weil dasselbe seinem Wesex^ 
nach allgemein zur Algebra gerechnet wird; seine Wurzeln ruhen 
aber in der Gombinatorik. Es ist das Gebiet der mehrwerthigen 
ganzen Functionen. 

Wenn fifl^y Ojj, . . . a„) eine ganze rationale Function der n Grössen 
^\j o^f ' ' -ci^n bedeutet, und man setzt an die Stelle der Indices 
1, 2; S,...n alle Permutationen i^, %;^; • • • ^a derselben Zahlen, so 
entstehen n! Functionsformen 

f(<^,7 a».^ • • • »/«)• 

Diese können zum Theil oder auch sämmtlich unter einander identisch 
werden. Es möge r die Anzahl der fifli^, . . .) sein, welche von ein- 
ander verschieden sind. Dann kann man die Ghrösse von r als Ein- 
theilungsprincip für die ganzen rationalen Functionen von o^, o^, . . . a« 
benutzen, r = 1 insbesondere charakterisirt die symmetrischen 
oder einwerthigen Functionen. Als die einfachsten derartigen 
Functionen lassen sich 

«i + ag + a8 + --* + »n = <i, 

«log + (h^9 + (h^s H h ««-i«« = c^, 



oder aach 


OlOjOj . .,a„ = Cn 




ai+a» + Oj + -- + an = Si, 




o! + »| + aH--"+aS = Si, 




a? + ai + o| + -- + a2 = s„ 



»1 + aj + a; H H öt* = s^, 

ansehen. Es tauchen hier sofort Fragen von weitgehender algebrai- 
scher Bedeutung auf. 

*) Hindenburg, Arch. d. r. u. angew. Math, ü, Heft 6—8, Leipzig (1798) 
p. 869—376. 

16* 
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Ist r<nl, so werden gewisse Permutationen i^, i^^***^» ^® 
Function f(a{^f . . . ai^) «« fia^, »g, . . . a») machen. Wendet man auf 
f(ai,a^,...an) mehrere dieser Permutationen nach einander an, so 
wird auch das Schlussresultat gleich /"(öj, a^, . . . a„) werden. Daraus 
folgt, dass der Complex aller Permutetionen, die eine Function 
/'(ai,a2, . . . a») nicht ändern, sich bei der Aufeinanderfolge dieser 
Permutationen unter einander reproducirt. Diese Eigenschaft führt 
auf den in der Algebra fundamental wichtigen Begriff von Griippen 
von Permutationen, d. h. von Complexen von Permutationen, welche 
auch alle „Producte" der einzelnen eingehenden Permutationen ent- 
halten. 

Es ist nicht möglich, auch nur die wichtigsten sich hier an- 
schliessenden Probleme anzugeben; noch weniger, tiefer in sie ein- 
zudringen. Wir müssen uns mit der Angabe begnügen, dass die 
moderne Algebra auf diesen Begriffen aufgebaut worden ist. Ich ver- 
weise für eingehendes Studium auf meine Vorlesungen über 
Algebra sowie auf meine Substitutionentheorie. 

§ 154, Ihre Hauptförderung hat die Theorie der Combina- 
tionen zu bestimmten Summen durch die Arbeiten A. Cayley's 
und J. Sylvester's erhalten, nachdem Euler die Grundzüge dieses 
Zweiges gegeben hatte. Zu ihren Untersuchungen über diesen Gegen- 
stand wurden beide englischen Mathematiker durch ihre gleichzeitigen 
Beschäftigungen mit den Grundlagen der Invariantentheorie geführt. 
Zu jeder binären Form 

fm(x, y) = üqX"^ + a^x'^-^y +* • • + am-^txy'^-'^ + amtf^ 

gehören unendlich viele Covarianten 

F^i^y y) = Axf' + Ä^xf'-^y -h • • • + Ä^^ixyf'-^ + Ä^yf* 

Dabei ist F von der Ordnung ^ in x,y] vom Grade in den Coeffi- 
cienten a^, aj, . . .; die Zahl (md — ft) ist stets gerade; haben x, y die 

Gewichte 1, 0, dann hat die .Covariante das Gewicht .^(md -f ft). 

Besteht zwischen mehreren F eine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten Coefficienten, so. heisst .eine. solche .eine Syzygie; 
Functionen, zwischen denen keine lineare homogene Gleichung mit 
Constanten Coefficienten besteht, heissen asyzygetische Func- 
tionen. 

Cayley hatte nun die Frage nach der Anzahl der asyzygetischen 
Covarianten einer binären Form fm{Xy y) aufgeworfen. Er glaubt sie 
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dahin beantworten zu können^ dass er die Anzahl der aayzygetischen 
Coyarianten der Ordnung ^ und des Ghrades d, gleich 

r(e)(Ji!^; 0, 1, . . . m) -r(e)(Jii^i^^; 0, 1, . . . «») 

angiebt.*) Sylvester bezy^eifelt die Richtigkeit der Schlnssfolgerongen 
und ynll bey^eisen^ dass die gesuchte Anzahl nicht kleiner als diese 
Differenz sein kana.*^) Aus dieser Formel folgte yyenn man alle 
Coyarianten (und Inyarianten) des Ghrades 9 zusammenfasst und also 
fi von ab yyachsen ]&sst und über alle erhaltenen Werthe summirt^ 
dass die Anzahl aller asyzygetischen Coyarianten bei geradem und bei 
ungeradem tnO die Werthe annimmt 

r(^^(J^',0,l,...m) bezw. rw(Jü^;0,l,...m). 

Da nun der erste Ausdruck aber bei ungeradem^ der zyyeite bei 
geraden mQ yerschynndet^ yyeil ja die Summe der Elemente in den 
Combinationen eine ganze Zahl sein muss^ so kann man beide Falle 
in einen einzigen zusammenziehen und als den gesuchten Werth 

r(e)(Ji|«;0,l,...m) + rw(J-?!^;0,l,...m) 

angeben. 

Wir können hier auf diese Untersuchungen nicht naher eingehen. 
Der kurze üeberblick dieses Paragraphen reicht aus^ um zu erkennen^ 
yyie einerseits die Untersuchungen aus Capitel 5 — 7 durch Fragen der 
Inyariantentheorie heryorgerufen yyorden sind, und yyelche Bedeutung 
ihre Lösung umgekehrt für diese Theorie hat. 

§ 155. Endlich yyoUen wir noch auf ein Feld der Anyyendungen 
der Combinatorik hinyyeisen, yyelches dich im Laufe der Zeit yyohl 
als das fruchtbarste unter allen gezeigt hat, und yrelchem seiner 
Wichtigkeit halber eihe selbststandige Stellung gebührt, die Theorie 
der Determinanten. 

Wenn man in dem Producte 

die zyyeiten Indices durch alle möglichen Permutationen *i,i2>^>---4 
der Elemente 1, 2, 3, ... n ersetzt und dem Producte 

das positiye oder das negatiye Vorzeichen ertheilt, je nachdem i^ji^y* in 
eine gerade oder eine ungerade Permutation ist (§ 58), so ist das 

*) Transact. phil. London 146 (1866) 101 = Papers 2, 250. 
**) Joum. far Math. 86 (1878) 89; C. R. Paris 186 (1878) p. 1487, 1491. 
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Aggregat ans der Summe der erhaltenen n\ Ausdrücke die Deter- 
minante der w* Grossen 

(hl ^12 ^1« • • • ^in 

(hl (hi «2« • • • ötsn 



ttnl an2 An» • • • (^nn* 

Den 80 gestalteten Functionen der ax/i sind die eingehendsten 
Untersuchungen gewidmet worden. Wir begnügen uns hier, auf das 
in der Teubner'schen Sammlung von Lehrbüchern der mathematischen 
Wissenschaften QU) 1900 unter dem Titel „E. Pascal, Die Deter- 
minanten, deutsch von Leitzmann^^, erschienene Werk hinzuweisen. 



Capitel 13. 
Formeln. 



§ 166« Wir wollen schliesslich, in Anknüpfung an verschiedene 
im Laufe unserer Untersuchungen erlangte Resultate, eine Reihe von 
Formeln zusammenstellen, welche sich auf Summen von Binomial- 
coefficienten beziehen. Eine derartige Sammlung findet sich in der 
Synopsis der höheren Mathematik von J. G. Hagen, einem 
vorzüglich brauchbaren Buche, Bd. I (1891) S. 64flg. Der dort ge* 
wählten Anordnung werde ich mich im Allgemeinen anschliessen. 

Summirt man hierin nach w == 0, 1, 2, . . ., so entsteht 

<*) 2a)-(Ui)-GTi)- ' 

Differentirt man die Gleichung 

}^^l^x + x^-x^ + '"+x^-'\ (n = 2Ä + l) - 

x-mal hinter einander, so entsteht 



(l + x)' 
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^{.,+(_i).«(„_i)..,(„_.)[5+(5)g+...+^']) 



hieraus folgt 

w (:)-("t')«+("t')»'-+(-i)'C>"- 

(6) (:)-("r)+ct')-+(-')"e) 

Mit Hülfe von (2) erMlt man 

w ä[a)-ct')+-+(-i)-ct*)]-(-')'('t'') 

+[ßl})-G-:)+-+<-'''et^TO] 

und daraus 

(8) (-l)-[(|)-Ct')+- + <-'>fl')] 

_l/h + v\,iß + v-l\,lß + v-2\, , 1 (v\ , (-1)* 



dann giebt (2) sofort die Beziehungen 

und somit ist « „ 

. Stellen wir die erzeugenden Functionen fOr Un und t;« auf und 
berücksichtige;!! die Anfai^glieder 

Wo =" 1; Wj = 2, ^ = 5; Vj = 1, t?2 = 3, Vg = 8, 

so ergiebt sich (vgl. über die Bezeichnung § 90) 

„, (s)+(nv(**t^+-+(i:)-|i-^iTp|.' 
ö+etv(n^)+-+(i:ii)-|r-^ 



Un, 
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Setzen wir in ahnlicher Art 

(s)+("r)+("r)+- 

(»)+(-+')+Ct^+- 

ß)+cr)+("t')+-. 

so ergiebt sich 



= t?« 



= Wn 



Wll = 



aj — rc' + aj' 






1 — 3«+2a;' — 05* 



(10) 



6) +(?)+(?)+•- 



05 — a:*4"^' 



l~8ic + 2aj*-aj» 



x — x' 



l-Sx + 2x*^x^ 



l-8aj + 2a;«-aj» 
Hiermit vergleiche man das Besultat ans § 12 



ifc=0 



A;(n — 2r)?r 
2 



Wenn man in (2) der Reihe nach w = Ä — 1, Ä, i + 1, . . . ein- 
setzt; entsteht 

(") a)+et')+et')+-+G")-(ni> 

Setzt man in (2) der Reihe nach ein i = 0, n^m\ ft =*= 1, 
n = m+l; Ä«2, n«=m + 2;... nnd addirt^ so entsteht 

(12) (^)+("+')+('"r)+-+rit*)-(''\'"''> 
(") (I) + ftii') +■■■+ (t:?) -r ur) - a !^ o- 

Ersetzt man in (12) m durch (— m), so erhalt man 

(w) (s) - (T) +(?)-•+ (- 1)*«) - (- ')•(";:')' 

(w) ©-(?)+(?)-±(:)=o. 
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§ 167. Wenn man 

ic* (1 — xf = w, 

du du, ^***--i 

aj«-* . ^^ = t;, 
dv dv. ^^A-i 

setzt; auf u den binomischen Satz anwendet mid die einzelnen Glieder 
der Entwickelimg differentirt; wenn man femer bedenkt, dass 

fOr ir= 1 /v 



ist, während* 

Vn = (- l)"n! 



wird, so folgt 

Ä''-(j)(Ä+ir+g)(Ä+2r-... 

= (-l)"n! (« = «); 

± (* + *»)"(? + »»/ = («+i<n) 

= (-1)-«! (« + l = n). 

AnB diesen Formeln kann man leicht die folgende zusammensetzen: 
2 (- ly (« - sy (J) =0 (f < n) [S. 23; (14)] 

2'(-iy(a-.)«(j)=n!, 

hierin ist a beliebig. Diese Formeln sowie allgemeinere hangen mit 
der Ab einsehen Ausdehnung des binomischen Satzes (§32) zusammen. 
Setzt man in diese erweiterte Formel, die man etwa in der Gestalt 
schreibt 

{x + ay 

+ (j)«(«-3/J)^(^ + 3/J)-» + ..., 
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der Beilie nach « : 

fOrrcein rc, o;— 1 , x — 2 ,... 

„ a „ y— n, y~n+l> y-n + 2, ... 

„ n „ n , n — 1 , n^2 , . . . 

und ftlr ß stets — 1; mtdtiplicirt man die entstehenden Gleichungen 
der Reihe nach mit 

1, n, n(n-l), n(n-l)(n-2), . . . 
und addirt die Producte unter Berücksichtigung der Identität 

^■^ II "^ 2! "^ 31 "^ ^ ZI XI ' 

SO ergiebt sich die Cauchy'sche Formel*) 

(18) «(a: + y-n)" + n(a? + y-n)— 1 

+ w(n-l)(a? + y-w)»~« + ---+w!, 

aus welcher für a; + y — n und &Lr x + y =- w + 1 interessante Special- 
formehi hervorgehen. 

§ 168. Wenn man in 

(i+xy-ii+xy^ii+xf^' 

die Entwickelungen nach dem binomischen Satze macht und die 
Goefficienten von x* auf beiden Seiten gleich setzt; dann entsteht 

(19) ^(„£.)a)-eio- [81^' wi 

(Fehlt; wie hier^ bei einer Summe die Angabe der oberen Grenze^ dann 
soll dies bedeuten^ dass die Summation bis zum ersten verschwindenden 
Oliede fortgesetzt wird.) 

Setzt man in (19) statt q ein ^h — l, so ergiebt «ich 

Ersetzt man in (19) das (^L.J durch (jj,_^ • ^j, so entsteht 

<^ ^(/+,)(f)-ftt?)- 

*) Exercices (anciens) (1826) I; p. 49 flg. „Application, du calcol des 
r^siduB etc." 



Formeln. 251 

Setzt man n = 0, q^Py so entsteht [§ 7; (6a) S. 12] 

m I(f)'-(^^)- ''.n;..V - 

Ersetzt man in (19) q dnrch (q + r) und darauf 
dann entsteht 

w j;(/_.)C£<)a)-('^'+'). 

und in gleicher Weise kann man zu Producten mit grosserer Factoren- 
anzahl übei^ehen. - 

Setzt man in (21) für p und für n bezw. ein (p + r) und (n + r), 
80 folgt 

nnd auch dieses Yerfahren fösst sich fortsetzen. 

Aus der Entyrickelung von 

(1 - x)"^ (1 - a?)-» = (1 - a?)"»-«, 
d. h. aus 

2(-iK:)»-gCJlT0^-2(-irCT)^ 

folgt durch Vergleichung der Coefficienten von rc* auf beiden Seiten 

(25) g(-i)-G-,)("r)-C"-r')- 

Wir wollen femer die folgende Formel, welche übrigens auch 
dnrch Entwickelung von 

(l-a;)-'«-i(l -a;)-5-i 

hergeleitet wenden kann, nämlich 

(2«) SK%'V)-i'p^i') P.16;(ll)] 

durch strenge Ladaction beweisen. Dabei nehmen wir an, sie sei bei 
festem tn schon fÜr|)=^o — 1 nnd jedes q bewiesen. Für p='Po 
und q = gilt sie anch, da nach (3) 

f~i\ m )-\p^-m)-\m + \) 
wird. GHlt sie dann femer auch für ^=|Jo und 2 = go> so ist 
y^(Po-s\(qo^-s-l\ _ (Pi> + CLo\. 



252 Capitel 18. §168 — §161. 

dies setzen wir mit Hülfe von (2) um in 

y/i>o-sU/'2o + «\ /So + s-ni /f>o + 2o+l\ ( l>o + 2o V 

[2(%-o(%r)-{%:^'i')] 

Tind da die zweite eckige Klammer wegen |) =»jPq — 1 verschwindet, 
so ist auch; was zu beweisen war^ die erste Klammer gleich 0. 
(26) ist also allgemein richtig, wenn es fttr |) == m richtig ist Dafür 
erhält man nun sofort 

wobei offenbar beide Seiten übereinstimmen. 

Setzt man in (2^) für g ein (— i — 1), so entsteht die Formel 

§ 169. Aus 

(1 + «)» = (1 - a?»)« (1 - a;)-" 
ergiebt sich 

w ^(-iK"+t.-^0("i')-{"r> 

wie man sofort erkennt. Ebenso ergiebt sich aus 

(1 + xYil - a?)-"" = (1 - a?)— 
die Formel 

(^) iG-%,)("+r')-C'*r^)- 

Endlich führt die Entwickelung von 

(1 - r»»)-« - (1 + a?)^" (1 ~ ^)-* 
auf die Relation 

2(-i>("+f_Y-)(";:ir)-(-^r'). 

d. h. für w — 1 = j) auf 

(80) ^(-i)-e+?-oer)-ei*)- 
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§ 160. Die Entwickelnngen der beiden Identitäten 

nach dem binomischen Satze liefern die Relationen 

<") iet')G/ir+i)-^-'r%^-')' 

(»^) 2(-i)-(f)(l^zi0 -Hi)- 

Wendet man in der ersten dieser beiden Formeln auf den zweiten 
Pactor unter dem Summenzeichen die Formel (2) an, dann folgt 

§ 161. Durch die Benutzung der Identitäten 

(1 - x)±»p{i + ■jr^^-'^ (1 +^±'' 

kommt man zu den vier Formeln 

2c-i)'('^r')(ir+n> -0. • 
^ ' ^(-i).(*+r')e-t^+/->-(-')-(^^:-')^ 
i(-«-(f)(Ä^i>-o, 

.I(-i)-{f)(lr!> -©• 

Weim man in (31) und in (33) statt m einmal einfahrt 2m und 
einmal (2 m + 1) und dann noch 5 durch (m — s) ersetzt, so gelangt 
man zu den vier Formeln*) 



•) Die entsprechenden Nr. 8 in der Synopsis sind unrichtig. 
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§ 162, Weiter beiarachten wir die drei Formeln 

[(i+x)p + (i^x)p][(i+x)p - ii-x)p] - (1+xyp - (i^xyp 

fOr positive und fOr negative p. Die Entwickelnng nach dem bino< 
mischen Satze führt auf die zweimal drei Relationen 



^:Jjv2sj (2»» -28+1; =(2»»+ 1)5 

^yj/p + 2s\rp + 2m-2s\ _ /2p + 2m+l\ ^ /1> + »»Y^ 

(38) 2'! (7J/)('%4r^') - e4/-4 ') - (f i?). 

^y'/p + 2s\/p + 2m-2s+l\/2p + 2m + 2\ 
§ 163, La ähnlicher Weise benutzen wir 

[ii+x)p+^ ± (i-xy+'][{i+xy ± (1-«)"], 

wobei alle vier Zeichencombinatiouen erlaubt sein sollen. Das liefert 

^;^^2s + l/(2»»-2s + l)= (2m + 2) + (-l)"V»» + l/' 
2 V(1> + 2«Wi) + 2ot-2s + 1\ _/2|> + 2»» + 2J_/|) + »» + 1\ 
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§ 164. Die Belation 

(l - i)*"(l - *)— ^ ^ -^ (1 - *)"-'•-' 
liefert 

«==0 

nnd^ wenn man m — % durch q ersetzt^ 

(41) ^(-»■UJCil-C"»^!')! 

trägt man hierin 2 fOr m — 2 ein, so entsteht 

(42) 2(-i)-(,-.)("r)-("-r')- 

(41) führt unter der Specialannahme q^^^n und Aenderung des 
Summationsbuchstabens auf 

(43) ^^-^^föO^® (weim». + n) 



«=Q 



== (— 1)" (wenn m = w). 



§ 166, Die Gleichung (vergl. § 159) 

(1 - a?)-« (1 - a;0" = (1 + a?)" 
fiihrte, je nachdem n positiv oder negativ genommen war, auf 

(28.) ^(-''•("»-'OÖ-L-.+ l) 

(»•) ilä",)!"*»*!!-')-^^.-!-')- 

Geht man ähnlich vor und bedenkt, dass rechts in 
(1 - a;)-»(l - a;*)» = (1 + rz; + a?2 + . . . + a;*~i)n 

bei positivem n keine höhere Potenz von a? als die (Ä •— 1) n*® vor- 
kommt, und dass diese als GoefGicienten die Einheit hat, so folgt 

(44) 2'(-l)*ftl?)(") = ^ («>»«-!), 

= 1 (i» = Än-l). 

Hiervon ist die Formel (14) S. 23 ein Specialfall. 

^ 166, Geht man weiter von der Gleichung 
(l-a;)-»-Hl-a^)"- i_^ 



(! + «+■ ••+«*-')" 



ans, denkt sich den Zahler der rechten Seite nach steigenden Potenzen 
von (1 — so) entwickelt und bedenkt, dass dann die Sonune ans 
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einer ganzen Function von x des Ghrades [(A 
Bruche auftritt, dann folgt 

(45) 2(~iK"";'*)G) 



:Ä» 



1) n — 1] und dem 



(w > An). 



Die hinzugefügte Bedingung (welche bei Hagen 1. c. fehlt) ist, 

wie aus der Ableitung hervorgeht, von wesentlicher Bedeutung. 

Aus 

(1 + x)±P(l - x)±p « (1 - X^±P 

ergeben sich die Formeln (vgL § 159) 



2^-'HJ-s)&-^-')%) 



(46) 



= 



2(_i).(i.+»->)(^+>)_(_,)?J''+?j 



(wenn m gerade ist); 
(wenn m ungerade ist). 
(wenn m gerade ist); 



= (wenn m ungerade ist). 

Die erste der Formeln (44) geht fiir m = |> über in 



= 



(wenn m gerade ist); 

(wenn m ungerade ist). 

Die weiteren von Hagen angegebenen Formeln sind lineare 
Gombinationen der bereits abgeleiteten, so dass wir auf sie nicht 
naher einzugehen brauchen. Fast alle hier gegebenen und eine Fülle 
von anderen konnten durch Anwendung des binomischen Satzes be- 
wiesen werden; es ist einleuchtend, dass die Verwendung des poly- 
nomischen Satzes zu einer noch bei weitem grösseren Menge fahren würde. 

§ 167. Hinzuweisen ist noch auf Beziehungen,* welche der 
Theorie der Determinanten entstammen. So beweist man ohne 
Schwierigkeit 

1 1 ... 1 

(T) ("!') • ■ et') 



rr) ( 



»»4-2 
2 



) •••(•"+2'+') 



^m + r — l\ /m + r—l\ /»» + 2r — 1\ 



= 1, 



Formeln. 
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indem man von jeder Spalte (ausser der ersten) die vorhergehende 
abzieht und 

c)-e7vc=i) 

benützt. 

Ferner hat v. Zeipel folgende Determinante betrachtet:*) 

^j= /m\ / ^ \ ( '^ \ 

V i> ) \p + l) 'Kp + r) 

(m + r\ fm + r\ (m + r\ 

V P ) Vi> + 1/ * \i> + W 

Wir ziehen aus jeder Zeile das Anfangsglied heraus und ebenso 
aus den einzelnen Spalten die noch zurückbleibenden Nenner. Dann 
tritt im Ganzen vor die Determinante als Factor 



Subtrahirt man in der so umgeformten Determinante 

\ {m—p) {m—p){m—p — \) .-.[(w»— j)) ..(m— 2>"~^+l)] 
1 (m + 1— 1>) (m + 1— p)(w— i>) . . . [(m + 1— 2>) ••(^— 1>--^ + 2)] 
1 {m'\-2-p) (m + 2-i))(m+l-i>)...[(w + 2~i>)..(m-i) + r + 3)] 

jede Zeile ausser der letzten von der folgenden, so wird sie zu 

\ {m—p) (m— i))(m— i) — 1) •••[(^— i>) . . (w— i) + r + 2)] 
1 {m + l—p) (m + 1— p)(*»— i?) . . . [(?»--j) + l) . . (w— ^ + ^ + 3)] 
1 {m+2-p) (m + 2-jp)(m-i) + l)...[(we-i> + 2)..(m-i) + r + 4)] 

und dieselbe Operation liefert daher schliesslich den Werth 
r\ (r^l)l (r-2)l... 11 



Folglich ist 



etoe;^:T^)--eto 



*) Lnnda UniversitetB Ars-Skrift för ar 1866. 
Netto, Gomblnatorik. 
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258 Capitel 18. § 168. 

§ 168. Behandelt man die Determinante 

ip) G + 2) ••( 



m 
P+2r, 



) 

(m+l\ (m + \\ (m + \\ 
\ p ) \p-^2)-- \p + 2r) 

P ) \p + 2) ••• \p-\-2r) 
genau in der gleichen Weise wie soeben Z^, dann ergiebt sich 

r(r+l) { m \/ m + 1 \ {lM + r\ 

> 8 \p + rj\p + r—lj ' ■ \ p ) 



Z^^2 



4 = 



In gleicher Weise findet mau Mr 

(»»\ ( m \ { ^ \ 

p) \p + s)-\p + 2r) 

/m + l\ /m + l\ /»» + 1\ 

\ p J \p + V "\p + SrJ 

/m + r\ /m + r\ / m + r\ 

\ p ) \p + V"\p + Sr) 



Werth 


''rip + 2r){p?.X\)- 


■rii 


p+ar)(p + 3_r-3). 


.Pt«) 



Aus diesen Bildungen ist das allgemeine Resultat leicht ersieht- 
lieh; und man kann es auch ohne grosse Mühe auf die angegebene 
Art ableiten. 

Man kann Z^ femer zum Ausgangspunkt einer anderen Formel- 
reihe nehmen, die zu 



/ m \ /m+k\ fm+rJe\ 
\p+l)\p + l)'"\p + l) 

/ m \ /m+k\ /m+rJc\ 
\p+r) \p+r) " \p + r J 

führt. 



= k 
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Im gleichen Verlage erschien: 

Netto^ Engen^ Vorlesungen über Algebra. 2 Bände. Mit in den 
Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. geh. n. Jl 28. — 

Einzeln: 
I. Band. [X u. 388 S.] 1896. geh. n. ^ 12.—, in Leinw. geb. 

n. ^ 13.— 
n. „ [Xn u. 519 S.] 1899. geh. n. ^ 16.—, in Leinw. geb. 

n. ^ 17.40. 

Seit dem Erscheinen von Euler' s Algebra waren mehr als hundert Jahre 
verflossen, ohne dass in Deutschland ein umfassendes Werk über diesen Zweig 
der Wissenschaft entstanden wäre. Und doch hatte die Algebra ausserordent- 
liche Fortschritte zu verzeichnen; und doch waren deutsche Mathematiker in 
nicht geringem Maasse an diesem Bau betheiligt. Da ist es denn kein Wunder, 
wenn allmählich der Wunsch, diese Lücke auszufüllen, die Scheu vor den grossen 
damit verknüpften Schwierigkeiten überwand, und die Herausgabe eines solchen 
Werkes in Angriff genommen wurde. Ebensowenig aber ist es verwunderlich, 
wenn dies gleichzeitig von mehreren Seiten geschah, ja dies ist sogar eine Be- 
stätigung für die Nothwendigkeit des Unternehmens. Die Frage bleibt nur, ob 
durch das Erscheinen des ersten dieser geplanten Werke jedes folgende über- 
flüssig gemacht wird. Für den vorliegenden Fall darf das wohl verneint werden. 
Im Laufe des Jahres 1895 erschien der erste Band des „Lehrbuches der Algebra" 
von H. Weber. Der Verfasser der „Vorlesungen über die höhere Algebra" 
hatte zu dieser Zeit seine Arbeit weit genug gefördert, um übersehen zu können, 
dass Anlage und Ziel beider Bücher so grundsätzlich verschieden seien, dass 
nur wenige Seiten des einen in dem andern hätten Platz finden können. Wurde 
dort ein Eingehen auf mathematisch -philosophische Probleme versucht, so 
wurden diese hier a limine fortgeschoben; wurde dort Gewicht auf die zahlen- 
theoretische Seite der Frage gelegt, so wurden hier die arithmetisch-algebraischen 
Anschauungen in den Vordergrund gerückt; wurden dort die Principien der 
Determinantentheorie, der Invariantentheorie u. s. f. gegeben, um gewissermassen 
ein in sich geschlossenes Gebäude aufzuführen, so wurden hier die Hülfswissen- 
schaften mit Bedacht als wohlbekannt vorausgesetzt, und es wurde beispiels- 
weise von der Lehre der Determinanten in umfassendster Weise Gebrauch ge- 
macht, ohne dass auf Definition und Grundregeln eingegangen würde. 



Und femer: 



Netto^ Engen^ Substitationentheorie und ihre Anwendung 
auf die Algebra. [VIII u. 290 S.] gr. 8. 1882. geh. 

n. Ji 6.80. 

Die Theorie der Substitutionen wurde, nachdem ihre Wichtigkeit für die 
Algebra zuerst von Lagrange erkannt war, nachdem Cauchy die Elemente 
derselben entwickelt und Abel mit ihrer Hülfe den Fundamentalsatz über auf- 
lösbare Grleichungen bewiesen hatte, durch die Forschungen von Ev. Galois zu 
einem unentbehrlichen Hülfsmittel für tiefere algebraische Untersuchungen er- 
hoben. Es bedurfte indessen langer Zeit, ehe die Galois'schen Besultate nach 
Gebühr gewürdigt und streng begründet wurden; J.-A. Serret und C. Jordan 
erwarben sich hierbei das Hauptverdienst. Der „Cours d'algäbre sup^rieure" 
des Ersteren, der „Trait^ des substitutions et des ^quations alg^riques^^ des 
Letzteren geben die Darstellung der einschlägigen Theorieen. 

Wenn der Verfasser es gleichwohl für angethan hielt, diesen Gegenstand 
von Neuem zu behandeln, so sind die Gründe hierfür in Folgendem zu suchen: 
die Darstellung, welche Serret von der Theorie der Substitutionen giebt, steht 
auf dem Standpunkte des Jahres 1866; so kann von den seit jener Zeit an- 
gestellten Untersuchungen, den wichtigen Resultaten, den bedeutenden Beweis- 
Vereinfachungen, welche heut bekannt sind, in der Algäbre sup^rieure nichts 
gefanden werden. Der Traitä des substitutions ist für eine erste Einführung 
zu umfangreich angelegt. Der grösste Theil des zweiten und des vierten Buches 
ist Specialuntersuchungen gewidmet, deren bedeutender Werth anerkannt werden 
muss, deren Studium aber der Einsicht in die Hauptfragen und der ersten 
Orientirung hinderlich sein kann. 

Hierzu kommt noch Eines. Die Art der Darstellung stützt sich bei beiden 
Autoren lediglich auf die Betrachtung der formalen Operation des Permutirens, 
fast absichtlich wird jede Erleichterung der Anschauung oder der Beweise ver- 
mieden, welche sich auf die Einführung und Benutzung ganzer Functionen 
stützen würde. Der Verf. meint, gerade umgekehrt diese Beziehungen aus- 
nützen und erweitem zu müssen; er sieht in der Verknüpfung beider Theorieen 
einen wesentlichen Fortschritt und hat versucht von einer jeden für die andere 
Vortheil zu ziehen. 

Endlich darf nicht unerwähnt bleiben, dass die Arbeiten L. Kronecker 's 
von Einfluss auf die Abfassung des Werkes gewesen sind, indem z.B. Unter- 
suchungen über die Discriminanten ganzer Functionen, über AbeFsche Gleich- 
ungen u.s f. besonders aber die Anschauungen über Eationalitätsbereiche ihre 
Stelle gefanden haben. 

E. N. 



Neuester Verlag Yon B. 6. Tenbner in Leipzig. 



ISncyklopädie der Mathematischen Wissenschaften, mit Ein- 
schlnfs ihrer Anwendungen. Hrsg. im Auftrage der Akademieen der 
Wissenschaften zu München und Wien und der Gresellschaft der 
Wissenschaften zu Göttingen, sowie unter Mitwirkung zahlreicher 
Fachgenossen. In 7 Bänden zu je 6 — 8 Heften, gr. 8. geh. 



Bisher erschien: 
I. Arithmetik n. Algebra, red.y. Frz. Meyer. 
Heft: 1. [112 S.] 1898. UT 8.40; 2. [112 8.] 

1899. US 8.40; 8. [198 8.] 1899. .S 8.80; 

4. [160 8.] 1899. U»4.80; 5. [208 S.] 1900. 

Uir 6.40; 6. [272 8.] 1901. UV 7.20. 
n. Analysis, 2 Teile, red. v. H. Burkhardt. 

I. Teil. Heft: 1. [160 S.] 1899. Jl 4.80; 

%.IZ. [240 8.] 1900. jr 7.50; 4. [160 S.] 

M 4.80. 
lY. Mechanik, 2 Teile, red. v. F. Klein. 
I. Teil. Heft: 1. [121 8.] 1901. M 8.40. 

n. Teü. Heft: 1. [147 8.] 1901. M 8.80. 

[Fortsetzung vom Band I, II u. IV n. d. Pr.] 



In Vorbereitung: 

m. Geometrie, 8 Teile, red.y. Frz. Meyer. 

V. Physik, 2 Tle., red.v. A. Sommerfeld. 

VI. 1: Geodlsie und Geophysik, red. ▼. 
E. Wieohert. 

VI. 2: Astronomie, red. y. S. Lehmann- 
Filh6s. 

VII. Historische, ptiilosophische und 
didaktische Fragen behandelnd, sowie 
Generalregister. 



Ahrens^ Dr. W., Magdeburg, Mathematische Unterhaltungen 
und Spiele. [Xu. 428 S.] gr.8. 1901. In Original-Leinwandband 
mit Zeichnung von P. Bürck in Darmstadt. n. M 10. — . (Auch 
in Hälften broschiert, jede n. Ulf 5. — .) 

Beyel« Dr. Chr., Dozent am Polytechnikum in Zürich, darstellende 
Geometrie. Mit einer Sammlung von 1800 Dispositionen zu Auf- 
gaben aus der darstellenden Geometrie. Mit 1 Tafel. [Xu u. 190 S.] 
gr. 8. 1901. In Leinwand geb. n. M 3. 60. 

Cantor, Hofrat Prof. Dr. Moritz, Heidelberg, Vorlesungen über 
Geschichte der Mathematik. In 3 Bänden. HE. Band. I.Abt. 
Von 1668—1699. 2. Aufl. Mit 45 in den Text gedr. Fig. [216 S.] 
gr. 8. 1900. geh. n. M 6. 60. 

m. Bd. 2. Abt. Von 1700 — 1726. 



Zweite Auflage. [Hu. 218 S.] gr.8. 1901. geh. n. ulT 6. 60. 



m. Bd. 3. Abt. Von 1727—1768. 

Zweite Auflage. [Xu.429S.] gr.8. 1901. geh. n. uiri2. 40. 

Cesäro, Emeato, Vorlesungen über natürliche Geometrie. 
Autorisierte deutsche Ausgabe von Dr. Gerhabd Kowalbwski. 
Mit 24 in den Text gedruckten Figuren. [Vm u. 341 S.] gr. 8. 
1901. In Leinwand geb. n. M 12. — . 

Diokson, X. E., Ph. D., Assistant Professor of Mathematics in the 
üniversity of Chicago, linear Groups with an exposition of 
the Galois Field theory. [Xu. 312S.] gr.8. 1901. In 
Leinw. geb. n. M 12. — . [In englischer Sprache.] 

Frioke, Kobert, und Felix Klein, Vorlesungen über die Theorie 
der automorphen Funktionen. In 2 Bänden. H. Bd. l.Hälfte. 
Mit 34 in den Text gedr. Fig. gr. 8. 1901. geh. n. M 10. — . 

Gaufs, Carl Friedrich, Werke, herausg. v. d. K gl. Gesellschaft d. 
Wissenschaffcen in Göttingen. 10 Bände. Vm. Band. [468 S.] 4. 
1900. kart. n. M 24. — . (Band VII unter der Presse.) 



Heuxiy Kaxlj die kinetischen Probleme der wissenschaft- 
lichen Technik. Mit 16 Figuren im Text. A. o. d. T.: Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigong. IX. Bd. 2. Heft. 
PV u. 128 S.] gr. 8. 1900. geh. n. UK 4.— 

Holder^ Otto^ Anschauung und Denken in der Geometrie. 
Akademische Antrittsvorlesung. Mit Zusätzen, Anmerkungen und 
einem Register. [75 S.] gr. 8. 1900. geh. n. JC 2.4:0. 

Koenigsberger, Dr. Leo, Professor an der Universität Heidelberg, 
die Principien der Mechanik. [XU u. 228 S.] gr. 8. 1901. 
In Leinw. geb. UK 9. — 

Kötter, Ernst, die Entwickelung der synthetischen Geometrie 
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